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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs

1.1.1 Problématique

Dans cette thése, on s’intéresse au controle de trois systémes distribués
singuliers associés a l’équation de la chaleur dans le cas ou l’ensemble des
controles admissibles est un sous-ensemble convexe fermé non vide de ’espace
de Hilbert des controles.

Dans un premier temps, on étudie le controle de deux problémes mal posés :
- I’équation de la chaleur rétrograde,
- un probléme couplé.
On rappelle qu’un probléme est dit mal posé s’il n’est pas résoluble pour des
données initiales quelconques, si sa solution n’est pas unique ou si I’'on ne peut
choisir des normes pour les solutions et des normes pour les données initiales

susceptibles d’assurer la dépendance continue de la solution par rapport aux
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données du probléeme.

Une des méthodes utilisée par J.L. Lions pour obtenir le systéme d’optimalité
singulier caractérisant le couple optimal est la méthode de pénalisation. Il
obtient ainsi un systéme d’optimalité approché qui converge en emmettant

une hypothése de type Slater :
"U,, est d’'intérieur non vide”.

Ne voulant pas utiliser ce type d’hypothéses, on propose une autre approche

introduite par J.L. Lions : la notion de controle sans regret.

Dans un deuxiéme temps, on étudie le controle d'un systéme a données man-

quantes controlé a zéro.

1.1.2 Problémes modéles

On considére €2 un ouvert borné de R" de frontiére I' deux fois continfiment
différentiable de dimension (n — 1), Q étant localement d’un seul coté de T" (i.
e. on considére () variété a bord de classe C?, le bord étant I'). Pour 7' > 0, on
note @ = xJ0,7[, ¥ =T x ]0,T[ et U , un sous-ensemble convexe fermé
non vide de L*(Q).

L’équation de la chaleur rétrograde

L’é¢tude de I'évolution de la chaleur! z dans le domaine © & l'instant ¢
connaissant la valeur de celle-ci & 'instant final est connu pour étre le prototype

des problémes mal posés (cf. [13]).

1. Energie élevant notamment la température
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Elle consiste & trouver état z € L°(Q) tel que

0
8_i — Az = v dans @,
z = 0 sur X, (1.1)
2(T') = 0 dans Q.

La variable de controle v € U, apparait ici de maniére distribuée dans () mais
elle peut également apparaitre de maniére frontiére, par l'intermédiaire des
conditions aux limites ou des conditions initiales.

On dit qu'un couple controle-état (v, z) € U, , x L (@) est admissible s'il vérifie
(1.1).

En supposant que I’ensemble des couples admissibles est non vide, on définit
la fonction cotit

2 2
J(v,2) = ||z—zd||L2(Q)—|—N||v||L2(Q) (1.2)

avec zg € L'(Q) donné et N > 0.
Le controle optimal du systéme (1.1)-(1.2) consiste a trouver un couple contrdle-

état (u,y) € U, x L°(Q) solution de
inf J(v,z) (v,z) admissible. (1.3)

On dit alors que (u,y) est un couple optimal. Il s’agit ensuite de caractériser

ce couple optimal.
Un probléme couplé mal posé

Ce probléme représente I’évolution de la chaleur par conduction? dans un
matériau donné. On obtiendrait simultanément la température z; du domaine
Q a l'instant T' — t connaissant sa valeur a I'instant final T, ainsi que sa tem-

pérature 2o a l'instant ¢ connaissant sa valeur a l'instant initial 0, et ce, en

2. Action de transmettre progressivement la chaleur
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n’importe quel point x de 2. Ce probléme mal posé, proposé par J. L. Lions
en 1985 dans [14], consiste & trouver 'état (21, 2) € L*(Q) x L*(Q) solution
de

(
% + Az — 2 = wv; dans (),
0
% —Az+2z = vy dans Q, (1.4)
21 = 29 =0 sur Y,
[ 21(0) =2(0) = 0 dans €,

ot le controle (vy,v0) €U, x U, ,.

On dit que le couple controle-état ((vy,vs), (21, 22)) € (U,,)* x (L2 (Q))2 est
admissible s’il vérifie le systéme (1.4). En supposant que I’ensemble des couples
admissibles est non vide, on définit la fonction cofit

2 2 2 2
j(v,z) = Hzl - Zd1||L2(Q) =+ ||Z2 - Zdz”LQ(Q) +N <||U1HL2(Q) + HUQHLQ(Q)) (15)

avec v = (v1,v), 2 = (21, 22), (24,,24,) € L' (Q) x L’ (Q) et N > 0.
Le probléme de controle optimal associé a (1.4) consiste & trouver un couple

2
controle-état ((uy, us), (y1,12)) € U,,)* X (LQ(Q)> solution du probléme :

inf 7(v,z) (v, z) admissible. (1.6)
Un systéme a données manquantes controlé a zéro

Soient w un ouvert de €2, 1,, I'indicatrice de w et GG un sous espace vectoriel

fermé non vide de L’ (). On considére le probléme de I'équation de la chaleur

0
8_37,{ — Ay = v+86.1, dans Q,
Y =0 sur ), (L.7)
y(0) =g dans €,

onveL(Q),0eL’(0,T;L’(w)) et g €G.

Les variables v, 6 et g sont destinées & jouer des roles différents que l'on va
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préciser en deux étapes.

Premiére étape : Controlabilité a zéro
Pour tout (v, g) fixé, la controlabilité & zéro du probléme (1.7) consiste a trou-

ver § € L(0,T; L’ (w)) tel que si y est solution de (1.7) alors
y(T) = 0. (1.8)

Si I'ensemble des 6 tel que (1.7) et (1.8) aient lieu est non vide, on sait, moyen-
nant un critére de sélection, en choisir un et un seul.

On note yy la solution unique de (1.7)-(1.8).

On définit ainsi une application (v, g) — 0(v, g) de U, ,x G dans L’ (0, T; L' (w))
tel que yg = yo(v, g) solution de (1.7) vérifie yo(T") = 0.

L’intérét du probléme de controlabilité a zéro est que si on considére une
"trajectoire" 7 solution de I’équation de la chaleur sans controle, c¢’est-a-dire

solution du probléme du type

% — Ay = v dans Q,
Y = 0 sur X
y(0) = g dans Q

avec (7,9) € LQ(Q) x G,
alors on peut trouver § € L’ (0,T; L”(w)) tel que la "trajectoire" y solution de

(1.7) rejoigne exactement la "trajectoire" 7 au temps T.

Deuxiéme étape : Controle sans regret
On considére p une fonction "poids" choisie convenablement et I’ensemble

2

L(Q) = {w € L*(Q) tel que pw € LZ(Q)} .

Pour (v, g) € L;(Q) x G, on définit la fonction cotit pondérée

2 2
Jp(v7g) = ||p[y9(v,g) - Zd]”LQ(Q) + NHIOUHL?(Q)
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et on s’intéresse au probléme de controle :

inf sup (J,(v,9) — J,(0,9)),

’Ueugd geG

N 4 . 2
o U, est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L,(Q).

1.2 Présentation des résultats

Le chapitre 2 est consacré au controle des systémes distribués de type ellip-
tique a données manquantes dans le cas ou I’espace des controles admissibles
est U ,. Dans les chapitres suivants, on étudie le contréle des problémes mo-
déles en utilisant les résultats du chapitre 2. Ainsi, pour chacun des problémes

(1.1), (1.4) et (1.7)-(1.8), on s’applique & atteindre les objectifs suivants :

i.  étudier l'existence et 'unicité du couple optimal,
ii. étudier des procédés d’approximation du couple optimal,

iii. trouver des conditions nécessaires et si possible suffisantes vérifiées par

le couple optimal,

en utilisant des outils faisant appel a :

e la méthode de régularisation elliptique,

e la notion de controle sans regret.
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Chapitre 2

Controle des systéemes distribués a données manquantes

Ce chapitre est consacré a la notion de contrdle sans regret pour les sys-
témes distribués a données manquantes introduite par J.L. Lions [16] et étudiée
par O. Nakoulima, A. Omrane et J. Velin [20].

Ces différents auteurs ont développé la notion dans le cas sans contraintes sur
le controle.

On généralise ici la notion de controle sans regret au cas ou l'espace des
controles admissibles U, est un sous-ensemble convexe fermé non vide de 'es-
pace de Hilbert des controles U.

On y rappelle les principales définitions et propriétés du controle sans regret
(ou de Pareto) et du contrdle & moindres regrets des systémes distribués a don-
nées manquantes de type elliptique, puis on caractérise ces controles a l'aide
de systemes d’optimalités.

On considére V un espace de Hilbert réel de dual V', A € £(V; V') un opérateur
différentiel elliptique modélisant un systéme distribué, U ’espace de Hilbert
des controles, G un sous espace vectoriel fermé non vide de I'espace de Hilbert
des incertitudes F' et 5 € L(F, V).

Pour f € V', I'équation d’état relative au controle v € U, et a l'incertitude

g € G est donnée par
Ay(v,g) = [ +v+By. (1.9)

En supposant que A est un isomorphisme de V dans V', le probléme (2.1) est
bien posé dans V), il admet alors une unique solution notée y(v, g). Pour chaque

g € G, on a ainsi un état possible, auquel on attache la fonction cotit

2
—i—NHv
%

’ (1.10)

J(v,9) = Hy(%g) — 24
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ou zg € V fixé, N > 0 et HH la norme sur l'espace de Hilbert réel X.
X
Si G = {0}, J(v,g9) = J(v,0) et un probléme standard de controle du systéme
(2.1) est de chercher
inf .
Jn J(v,0)

ua d

Si G # {0} (G espace de dimension infinie), le probléme
Ugg{d J(v,9) VgeG

n’a pas de sens. J.L. Lions propose alors une notion pour donner un sens au
controle de (2.1) (2.2) : Le controle sans regret [16].

On démontre tout d’abord une caractérisation du contrdle & moindres regrets.

Théoréme 1.1 Le controle a moindres regrets u., qu’on définit au chapitre 2,

est caracterisé par 'unique solution {y,, &, py, Py} du systéme :

Ay, = [+uy, A*¢, = y,—y(0,0),

1. (1.11)
Apy = ;56 &y, A'py = yy—zatpy
et linégalite variationnelle
(py + Nuy,v —uy) >0 Yoel,. (1.12)

Le passage au systéeme d’optimalité du controle sans regret dépendra de la

régularité du systeme d’optimalité du controle & moindres regrets.

Chapitre 3

Controle de I'équation de la chaleur rétrograde

Ce chapitre, consacré au controle de I’équation de la chaleur rétrograde,
s’appuie sur la notion de contrdle sans regret. On obtient tout d’abord le sys-

teme d’optimalité caractérisant le controle & moindres regrets pour le probléme
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régularisé en € et perturbé en ~y. Et, en passant a la limite par rapport au pa-
ramétre de régularisation (¢ — 0), nous déduisons le systéme d’optimalité
perturbé (dépendant uniquement de 7y) caractérisant le controle & moindres
regrets.

La difficulté qui se pose a nous est d’obtenir le systéme d’optimalité caractéri-
sant le controle sans regret qui est la limite du systéme d’optimalité perturbé
(y—0).

Le point de vue proposé permet de s’affranchir de 'hypothése de type Slater
du style

"U., est d’'intérieur non vide”.

Théoréme 1.2 Le controle sans regret u du probléeme (1.1) est caractérisé par

Uunique {u,y, p,p, £} solution du systéme :

Ly = u, Lp = 0, L'p = y—zg+p, L6 = y dans Q,
y = 0, p = 0, D = 0, 13 = 0, sur X,
y(0) = 0, p(0) = XO0) dans €,
\ p(T) = 0, &T) = 0 dans Q,

et on a l'inégalité variationnelle
(p+Nu,v—u)>0 Yvel,

avec

0 0
L= 5% Aet L' = 5 A son opérateur adjoint;

u gy, popy € € L0, TELYQ), AM0) € L(9).
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Chapitre 4

Controle d'un probléme couplé mal posé

Le chapitre 4 est consacré au controle d’un probléme couplé mal posé associé
a I’équation de la chaleur.
Dans un premier temps, on s’assure que l’ensemble des couples admissibles de
ce probléme est non vide. On reprend ensuite la méthode de pénalisation afin
de caractériser le couple optimal. On y parvient en emmettant une hypothése
de type Slater.
Dans un second temps, on propose la notion de controle sans regret. Pour
ce faire, on applique la notion de contrdle & moindres regrets au probléme

régularisé de type elliptique.

Théoréme 1.3 Le contréle sans regret u = lirrll) u” pour le probléme couplé
Y

(1.4) est caractérisé par l'unique solution {u,y,&, p,p} du probleme

(

Ay: u, A*f =Y, APV =0,
Ap=y—z4+p dans Q,
y =0, =0, p =0, p=20 sur X,

y2<0) =0, 61(O> =0, p2(0) =0, p1<0) =0,

$ (1) =0, &(T) =0, p,(T) = A(T), py(T) = 0 dans €,

\

et de l'inégalité variationnelle

(p+ Nu,v—u) , >0 Yoel,xU,.
(r*@) ‘ ‘

De plus, on a les limites faibles suivantes :
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y=lmy” ,{=1lm¢ ,p=Ilmp" ,p=Ilimp’,
y—0 ~—0 y—0 7—0

ou

A=| 0Ot a 7
o2

2

woy b € (@) et MT) el (@)% L

Chapitre 5

().

Un systéme a données manquantes controlé a zéro

Dans ce chapitre, on s’intéresse au controle d’un probléme issu de la contro-

labilité & zéro d’'un systéme a données manquantes associé a 1’équation de la

chaleur. Et on démontre les résultats suivants :

Cas ou G = {0}

Théoréme 1.4 Le controle optimal u € U?, pour le probleme (5.1)(5.4) est

caractérisé par la donnée du triplet (u,y,p) € U, x L*(Q) x L’(Q) solution de

sur X,

W py = ut 801y L Ap = Plyw,0)— 2] dans Q.
ot ot

y = 0, p =

yo) =0, 1 = 0

et de l'inégalité variationnelle

dans )
(1.13)

(p+p*Nu,v — w) 2 )+ (0, 0(v,0) = 0(u,0)) 2 1p2 () = 0 Vo € Upy. (1.14)
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Cas ou G # {0}

Théoréme 1.5 Le contréle sans regret u € U2, du probléme (1.7) est caracté-
risé par la donnée du quadruplet {u,y, 5, p} €U, x L*(Q) xV x L*(Q) solution
unique du systeme

;

Ly = uw+0(u0).1, Lp = y—zd—I—g.lw dans Q,

— 0, - 0 5,
Y b o (1.15)

y(0) = 0, p(0) = 0 dans €,

\ y(T) = 0, p(T) = 0 dans €,

et de l'inégalité variationnelle
<T*[Lp — 5.1w] + Np*u,v — u) @ >0 Yvel, (1.16)
LQ
0

ouy = y(u,0), p = p(u,0), 0 = g(u,O), L = 5 A, S* est ladjoint de

Uopérateur S (défini au chapitre 5) et T* l'adjoint de ’opérateur

T: v~ L'p(v,0).









Chapitre 2

Controle des systémes distribués a

données manquantes

Ce chapitre est consacré a la notion de contrdle sans regret pour les sys-
témes distribués a données manquantes introduite par J.L. Lions [16] et étudiée
par O. Nakoulima, A. Omrane et J. Velin [20].

Ces différents auteurs ont développé la notion dans le cas sans contraintes sur
le controle.

On généralise ici la notion de contrdle sans regret au cas ou l'espace des
controles admissibles U, est un sous-ensemble convexe fermé non vide de I'es-
pace de Hilbert des controles U.

On y rappelle les principales définitions et propriétés du controle sans regret
(ou de Pareto) et du contrdle & moindres regrets des systémes distribués a don-
nées manquantes de type elliptique, puis on caractérise ces controles a l'aide

de systéemes d’optimalités.

15
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2.1 Position du probléme

On considére V un espace de Hilbert réel de dual V', A € £(V;V') un
opérateur différentiel elliptique modélisant un systéme distribué, U I'espace de
Hilbert des controles, G un sous espace vectoriel fermé non vide de 'espace de
Hilbert des incertitudes F' et 5 € L(F,V").

Pour f € V', I'équation d’état relative au controle v € U, , et a I'incertitude

g € G est donnée par
Ay(v,g) = [ +v+By. (2.1)

En supposant que A est un isomorphisme de V dans V', le probléme (2.1) est
bien posé dans V, il admet alors une unique solution notée y(v, g). Pour chaque
g € G, on a ainsi un état possible, auquel on attache la fonction cotit

2
+ N
v

2
(%

J(v,g) = H y(v, 9) — 24 (2.2)

u

ou zg € V fixé, N > 0 et

‘H la norme sur l’espace de Hilbert réel X.

Si G = {0}, J(v,g9) = J(v, O)Xet un probléme standard de controle du systéme
(2.1) est de chercher

inf J(v,0).

velu, ,

Si G # {0} (G espace de dimension infinie), le probléme
vg&ﬁd J(v,9) VgeG

n’a pas de sens. J.L. Lions propose alors deux notions pour donner un sens
au controle de (2.1)(2.2) : Le controle de Pareto [15] et le controle sans regret

116].

Remarque 2.1 Dans le probléme (2.1), la variable g peut étre considérée

comme une "perturbation" ou une "pollution". Les pollutions peuvent appa-
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raitre dans les conditions initiales, dans les conditions aux limites ou dans le

second membre.

2.2 Définitions et Résultats préliminaires

On introduit ici pour les systémes distribués a données manquantes de type
elliptique les notions de controle de Pareto, de controle sans regret relatif a un
controle donné ug et de controle & moindres regrets dont on donne les premiéres

propriétés.

Définition 2.1 ( Le contréle de Pareto )

1) On dit que u € U, est un controle de Pareto pour (2.1)(2.2) s'il n’existe
pas de contrdle v € U_, tel que J(v,g) < J(u,g) Vg € G, avec inégalité stricte
pour au moins un gy € G.

2) On dit qu'un controle de Pareto u € U, est relatif & un controle ug € U, , si

J(u,9) < J(ug,g9)  VYgeQG. (2.3)

Définition 2.2 ( Le controle sans regret )
On dit que u € U, est un contrdle sans regret relatif a ug € U, pour (2.1)(2.2)
si u est solution du probléme

inf sup (J(v,g) — J(uo,9g)). (2.4)

Ueuad gGG

Lorsque ug = 0, la définition 2.2 coincide avec celle du controle sans regret

défini par J. L. Lions dans [16].
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Remarque 2.2 Pour tout (ug,v) €U, x U,

J(v,9) = J(uo, g) = J(v,0) = J(uo, 0) + 2(S(v — o), g) Vge G (25)

G',G
ol S est un opérateur linéaire défini de la fagon suivante :
A partir de £(v) € V défini par

A*f(’l)) = y(v, O) - y(07 O)a

on pose S(v) = f*€(v).

Remarque 2.3 Bien entendu le probléme (2.4) est défini uniquement pour

les controles v € U, tel que

sup (J(v, g) — J(ug, g)) < o0.
geG

De l'égalité (2.5), on montre que ceci est vérifié pour les controles v tels que
ve K+{w}lon K={wel,(Sw),g)=0 VgeG}.

Lemme 2.1 (Cf. J. L. Lions [15]) Pour tout ug € U,

controle de Pareto relatif a ug. De plus, c’est ['unique élément de [’ensemble

. U existe un unique

K + {uo} qui minimise la fonctionnelle J(v,0) sur K + {ug}.

Théoréme 2.1 Pour tout vy € U,,, un contréle est un controle de Pareto

a4’

relatif a ug si et seulement si u est un controle sans regret relatif a ug.

2.3 Controle & moindres regrets

On relaxe le probléme (2.3) en s’intéressant aux controles u., tels que

J(uy,9) < J(uo, g) +7llgll% (2.6)
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ol v > 0. Ce probléme perturbé revient au probléme

inf sup [J(v,g) — J(uo,9) —7lgll2] - (2.7)

Ueuad QEG

Grace a (2.5), ce probléme équivaut a

g [0,0) = T(00,0) + sup (2500 = wa). o) = 7112 |

vell,, e
Par définition de la polaire d’une forme linéaire (cf.[1]), si donc, on identifie
G & son dual G', le probléme perturbé (2.7) peut s’écrire sous la forme d’un
probléme de contréle classique avec une fonction colt quadratique :

inf 77 (v) (2.8)

vel

ou
2

j%@:Jmm—J@Mn+ﬂ$@—%)

(2.9)

G

Lemme 2.2 Le probléme perturbé (2.8)(2.9) admet une unique solution u., €

U,, qu’on définit comme étant le controle a moindres regrets.

Remarque 2.4 (Cf. J. L. Lions [17]) Avec le "contréle & moindres regrets",
nous faisons un choix de contréles v qui font "au moins aussi bien" que de choi-

sir un controle ug. Un tel choix de v est alors donné par (2.7).

Remarque 2.5 Contrairement au controle de Pareto, le controle sans regret
permet de considérer la notion de controle a moindres regrets que l'on inter-

préte comme une approximation du controle sans regret.

Théoréme 2.2 Le controle a moindres regrets u., converge faiblement dans

U

., vers l'unique controle sans regret uw relatif a uy.
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Démonstration - Par définition, le controle a moindres regrets ., vérifie

1 2 1 2
J(uw,O)—J(uO,O)—I—;HS(uV—uO) < J(U,O)—J(uo,0)—1—;HS(U—u0) Yo el
G G
En particulier si v = ug, on a
1 2
T, 0) = I (0, 0) + | 50 —wo) | <0,
G
d’ou
2 2 1 2
Hy(u,y, 0) =2+ N‘ w + ;HS(UW - uO)HG < J(uo, 0). (2.10)

On en déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que ||u,|, < C. On
peut donc extraire de (u,), une suite, notée de la méme fagon qui converge
faiblement vers u € U, solution de (2.8).

Pour tout v e 4,
J(v.g) = J(uo, 9) = Yllgll* < J(v,9) = J(uo,9) Vg €G
alors
I (uy, 9) = J(uo, 9) = |glI* < sup (J(v, 9) = J(uo, 9)) Vg € G
et en passant a la limite, on obtient

J(u,9) — J(uo,g) < sup(J(v,g) — J(uw,g9))  VgeG.

geG

Par conséquent, u est le controle sans regret relatif a u.
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Caractérisation du controle & moindres regrets

Théoréme 2.3 Le controle a moindres regrets u., solution de (2.8)-(2.9) est

caracterisé par U'unique solution {y,, &, py, Py} du systéme :

Ay, = [+uy, Ae, = y,—y(0,0),

1. (2.11)
Ap“/ = ;66 5’)’7 A*pv = Yy~ 2t py
et linégalite variationnelle
(py + Nuy,v—uy) >0 Yvel,. (2.12)

Démonstration - La condition nécessaire d’Euler-Lagrange appliquée a J"”

implique pour tout v € U,
<y<u'y> 0) — za,y(v — Uy, 0) = y(0,0)),.
1

+ (N, v — ), + 2 <—S(u7), S(v — uw)> > 0.

GxG

(2.13)

i)

On note maintenant y, = y(u,,0), & = &(uy) et S(uy) = [*E,. On a par
définition
A*E =y, —y(0,0).

Puis, en considérant p, = p(u,) solution de Ap, = lﬁﬁ*fv, on montre que
(550050 -1)) = (o0 =16,0) = 50,0),.,
On introduit maintenant 1’état adjoint p, = p(u,,0) défini par
A'py =Yy — za + py,
ce qui implique
(Dy + Nuy,v —uy)y, >0 Yoel,.

On trouve donc le systéme d’optimalité cherché.



22 2. Controle des systémes distribués a données manquantes

2.4 Systéme d’optimalité "singulier" du controéle

sans regret

Soient G le complété de G dans F', p € V la solution du probléme

Ap=pPg, g€G

et 0 € V solution de

Ao = p.

On définit R l'opérateur tel que Rg = o.
En émettant ’hypothése

> C Hg
G G
qui est d’ailleurs restrictive en théorie mais qui n’est pas nécessaire dans la

"Il existe une constante C' > 0 telle que HRg Vge G ",

pratique, O. Nakoulima, A. Omrane et J. Velin obtiennent le systéme d’op-
timalité du controle sans regret pour le probléme (2.1) lorsque 'espace des
controles admissibles est U tout entier. Ce systéme d’optimalité singulier est

de la forme

Ay = f+u, A*p = Y—24+p,
Ap = )\7 p+NU = 07

avec \ € G.
En ce qui nous concerne, dans le cas de U, # U, on ne peut trouver le systéme
d’optimalité du controle sans regret pour le probléme (2.1). Cela est di a

I'inégalité variationnelle
(py + Nuy,v—uy) >0 YoelU,

qui ne permet pas de dégager une estimation a priori sur p., contrairement au

cas de U ou cette inégalité devient une égalité. Pour débloquer la situation,
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il suffit d’adjoindre une hypothése de type Slater. Or, justement on veut s’af-
franchir de ce type d’hypotheéses.

Comme on le verra dans les chapitres suivants, dans certains cas, on peut
trouver le systéme d’optimalité du controle sans regret lorsque la régularité du

probléme (2.11)-(2.12) est suffisante.






Chapitre 3

Controle de ’équation de la

chaleur rétrograde

Ce chapitre, consacré au controle de 1’équation de la chaleur rétrograde
associé a ’équation de la chaleur, s’appuie sur la notion de controle sans re-
gret. On obtient tout d’abord le systéme d’optimalité caractérisant le controle
a moindres regrets pour le probléme régularisé en € et perturbé en 7. Et, en
passant a la limite par rapport au paramétre de régularisation (¢ — 0), nous
déduisons le systéme d’optimalité perturbé (dépendant uniquement de ) ca-
ractérisant le controle & moindres regrets.

La difficulté qui se pose a nous est d’obtenir le systéme d’optimalité caractéri-
sant le controle sans regret qui est la limite du systéme d’optimalité perturbé
(y—0).

Le point de vue proposé permet de s’affranchir de 'hypothése de type Slater
du style

"U,, est d'intérieur non vide”.

25
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3.1 Position du probléme

3.1.1 L’équation de la chaleur rétrograde

Le probléme étudié ici consiste a trouver z € L (Q) tel que

% — Az = v dans @, (3.1)
z = 0 sur X%, (3.2)
2(T) = 0 dans €, (3.3)

avec v € L'(Q).

Lemme 3.1 Toute solution z de [’équation de la chaleur est presque partout

égale a une fonction continue de [0,T] dans H=*(Q). De plus, on a

g €H! (]O,T[; H*%(F)) . (3.4)

Démonstration - Montrons que

% e L’ (10, T[; H2(Q)) . (3.5)

Soit (., . ) le produit scalaire dans la dualité L (]0, T[; H2(Q)), L* (0, T[; H3(Q)).
Comme Popérateur laplacien A est linéaire continu de L’ () dans H2(1), a

(
Paide de Péquation d’état (3.1), pour tout ¢ € L*(]0,T[; H3(Q)) on a

0z
(5v0)| = o+ 2200 < Cllellz g

0z
1 <W>) =¢

0z
ot

= sup

(0,7 H=2(%)) “‘PHLQGO,T[;H(%(Q))S
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On a bien (3.5). En résumé

z € L0, T L (Q)) c L’ (10, T[; H(Q)),

0z 2 Ly
% ¢ rooTEE0)

Par conséquent, aprés modifications éventuelles dans un ensemble de mesure
nulle, on en déduit que 'application ¢ — z(t) est presque partout égale a une
fonction continue de [0, 7] dans H'(£2).

Puisque z € L°(]0, T[; L’ (Q2)), le théoréme des traces donne 2 € L*(]0,T[; H =2(I))
qui est inclus dans H=1(]0, T[; H~2(I')).

D’aprés le lemme 3.1, la condition aux limites (3.2) ( comme égalité dans

H~1(Q) ) et la donnée finale (3.3) ont bien un sens.

Remarque 3.1 Ce probléme n’admet pas de solution pour des données ini-
tiales quelconques. En effet, voici un contre-exemple : Pour n = 1, Q =0, 7|,

T =1et v=uv(x,t) donné par

™ m?2
1 devient : trouver z € L*(]0,1[; L*(]0, [)) tel que
0z 0%z sin ma
E("Evt) - @(l‘ﬂt) - \/72 dans ]O,?T[X]O, 1[7
2(0,8) = 2(mt) = dans 10,1, (3.6)
2(z,1) = 0 dans |0, 7.

On remarque que v appartient bien a L*(]0, 1[; L*(]0, 71[)), comme somme d’une

série de fonctions continues convergeant normalement.
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Etant donné que la solution éventuelle z de (3.6) est telle que I'application

z — z(z,t) € L’(]0,7[), on cherche une solution sous la forme

22, t) =Y zm(t)wn(z) (3.7)

2 .
ou wy,(z) = \/j sinmax pour m > 1, est un vecteur propre pour 'opérateur
T

2
—— relativement a la valeur propre m?. On sait que la famille (w,,), -, est

0?2

une base orthonormée de L*(]0, 7[).

On remplace (3.7) dans (3.6), on obtient

dzm,

1
%(t) + szm(t) = —= dans ]0, 1[,

m2

(1) = 0,

d’on

I 1
2 (t) = / e s = — (1 - emz(l_t)) :
1

T om?
Pour tout t € [0, 1], on a

2

2
HZH[P(]OJD -

Z % (1 - emm_t)) Wy ()

m>1

L*(oqap  m2t

Or, pour tout ¢ € [0, 1]

2
= +OO,

lim ‘% (1-eme)
m—-+oo [N

donc la série diverge et la solution z du probléme (3.6) n’existe pas.

Lemme 3.2 Le probléme (3.1)(3.2)(3.3) admet une solution unique pour un

ensemble de fonctions v dense dans L”(Q).
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Démonstration - Soit I’ensemble
E= {wELQ(Q) tel que — Aw = Aw et w = 0 sur F}. (3.8)

On note VectE le sous-espace des combinaisons linéaires d’éléments de E. On
sait que VectE, dense dans L2(Q), est aussi I’ensemble des sommes finies de
vecteurs propres de I'opérateur —A.

Montrons que le probléme (3.1)(3.2)(3.3) admet une solution unique lorsque v
appartient au produit tensoriel L* (0, T]) ® VectE qui est dense dans LZ(Q).
Soit v € L*(]0, T[) ® VectE, il existe alors g € L*(]0,T]) et (w;)1<i<y C VectE
tel que

v(z,t) = g(t) Zwi(x).

On cherche alors z de la forme

N

s(at) = 3 Glwi();

i=1
pour j=1,...,N ceci implique que (; est solution du probléme

%‘F)\j@‘ = g dans ]O,T[,

ot
G(0) = 0,

ou \; est la valeur propre associée a wj.

Ce qui définit bien ¢; de fagon unique.

Remarque 3.2 La structure du probléme (3.1)(3.2)(3.3) montre que les états

appartiennent plus précisément a ’ensemble

F = {(p € L2(Q) tel que %—f —Ap € LQ(Q), ©(T) =0 dans Q et ¢ = 0 sur Z} )
(3.9)
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Définition 3.1 On dit qu'un couple (v, z) est admissible si

velu,,
z € L' (Q) vérifiant le probleme (3.1)(3.2)(3.3).

On note X, 4 I'ensemble des couples admissibles.

Remarque 3.3 Il faut que X4 ne soit pas vide. Or si U, = {vo}, vy étant
tel que le probleme (3.1)(3.2)(3.3) n’admette pas de solution dans L°(Q), alors

X,q est vide.

On est donc amené a supposer dans toute la suite que X 4 est non vide. C’est

par exemple le cas si on fait 'hypothése de type Slater
"U,, est d’intérieur non vide ”. (3.10)

En effet, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.1 On suppose (3.10). Alors l’ensemble des couples admissibles

X,q est non vide.

Démonstration - Puisque l'intérieur de U, est non vide, la densité du
produit tensoriel L’ (]0,T[) ® E dans L°(Q) implique qu’il existe un élément
de L’ (0, T]) ® E a l'intérieur de U, ,. On conclut par le lemme 3.2.

3.1.2 Controle optimal

Dans toute la suite, sauf mention contraire, on suppose que X,4 est non

vide (’hypothése de type Slater (3.10) a lieu). On définit alors un coit par la
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fonction définie par :

2
J(v,z) = ||z—zd||iz(Q)+N||v||L2(Q). (3.11)
avec zg € L'(Q) donné et N > 0.
On s’intéresse au probléme de contréle optimal
J(u,y) = inf  J(v,2). (3.12)

(’U,Z) € Xad

On montre tout d’abord le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 Le probléme de controle optimal (3.12) admet une unique so-

lution (u,y) appelée couple optimal.

Démonstration - L’ensemble des couples admissibles étant non vide et J :
L*(Q) x L’ (Q) — R étant une fonction semi-continue inférieurement, stric-
tement convexe, coercive alors il existe un unique couple admissible (u,y) so-

lution du probléme (3.12).

Remarque 3.4 En utilisant la condition d’optimalité d’Euler

d
aJ(u—ir Ao —u),y+ Az —y)),, =0 V(v,2) € Ay,

le couple optimal (u,y) est caracterisé par

(Y — 24,2 = Y)p20) + N(u,v — )25y 2 0 V(v,2) € Xog.

Notre objectif est maintenant de trouver un systéme d’optimalité découplé

caractérisant (u,y). Une méthode classique en la matiére est la méthode de
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pénalisation de Lions qui consiste a approcher (u,y) par un probléme pénalisé.

Plus précisément, pour € > 0, on définit alors la fonction cotlit pénalisée

1,0z 2
(0.2) = J(0,2) + 2|52~ Az -
Jo(v,2) = J(v,2) + 5”815 z —

2@

Le couple optimal (u.,y.), inhérent & cette nouvelle fonction coiit, converge
vers (u,y).
On a donc un procédé d’approximation théorique du couple optimal (u,y). A

'aide des conditions d’Euler du premier ordre satistifaite par (ue, ye),

d
EJa(ug, Ye+ 1z = ¥e))oo =0 VzEF (3.13)
et
d
%JE(W + (v —ue), Ye)|ey = 0 Yoel,,, (3.14)

un systéme d’ optimalité approché est obtenu aprés avoir introduit 1'état ad-

joint approché
1 0y,

pe=—_(5 ~

Le point essentiel est 1'utilisation de la méthode des estimations a priori ! nous

Aye - ue)-

permettant de passer a la limite. Cela est possible en faisant I’hypothése de

type Slater (3.10).

Lemme 3.3 (Cf. J.L. Lions [13]) Il existe une constante C' > 0 telle que

1Pl 2 < C. (3.15)

En faisant tendre € vers 0, on trouve alors un systéme d’optimalité singulier

(S.0.S.) caractérisant le couple optimal (u,y).

1. Elle consiste & borner p. dans L’ (Q).
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Théoréme 3.3 (Cf. J.L. Lions [13]) Le couple optimal (u,y) € U,, x L’ (Q)
du probleme (3.1)(3.2)(3.3) est caractérisé par le triplet (u,y,p) € U, x L’ (Q)x
L*(Q) solution de

dy _ Ip _
E—Ay = u, —E—AP = y—2zqg dans Q,
y(x, T) = 0, p(z,0) =0 dans €, (3.16)
Y = 0, P =0 sur X
et on a l'inégalité variationnelle
(p+ Nu,v—u)p2p 20 Yo €U, (3.17)

Remarque 3.5 On peut obtenir une estimation a priori moins forte que (3.15)
sur p. sans aucune hypotheése sur U ,.
En effet, montrons a 'aide d’un raisonnement par ’absurde, que pour tout

compact K de @ il existe une constante strictement positive C telle que

Hpsl‘LQ(K) <C.

Supposons que

Jim e[ g2 gy = +o00.

De

, on a bien sir
1l 22 )

On pose ¢. =

||C]e||L2(K) =1 (3.18)

et d’aprés I'égalité (4.11) et la formule de Green,

~ 0qc
ot

—Ag. = YT A qans Q,
||p5||L2(K)

¢-(x,0) = 0 dans ),
g- = 0 sur X,

(3.19)
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or

lim 25— 4 — 0 dans L' (Q).
e—0 ||p6HL2(K)

Mais d’aprés la régularite locale des solutions de 1’équation de la chaleur, il
résulte de (3.19) que, pour tout ouvert @ avec O C Q,
e—0

En prenant K C O et en notant que l'injection de H2'(O) dans L°(O) est
compacte on a
i flgell 2 o) = 0,

d’ou la contradiction avec (3.18).

Remarque 3.6 Dans le cas oit Uyg = L’ (Q) (sans contraintes), sans faire ap-
pel au controle optimal, on peut trouver une démonstration directe de I’exis-
tence et I'unicité de la solution du probléme (3.16)(3.17) :

Tout d’abord, il faut remarquer que l'inégalité variationnelle (3.17) équivaut a
p+ Nu=0. (3.21)
En munissant

7 {9‘7 € L'(Q) telque %~ Ag € (Q). o(T) =0t = 0}

ot
2 )
L*(Q)

0
On multiplie I'’équation d’état du probléme adjoint par —8—f + Ay

0
de la norme du graphe de 'opérateur ETh A

[N

Oy
HQOHJ: = <|S0|i2(62) + ’E —Ap

F est un espace de Hilbert.

dp Dy ) (&y dp
——= —Ap, = — Ay =\ 5 — Ay + | 2a, 5, — Ay ,
( ot ot 2@ ot Q) ot 2@
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ce qui implique, en utilisant I’équation d’état vérifiée par le couple optimal et
'égalité (3.21),
Op Op ) 1 Op
= —Ap, - — Ay =< 0,020t | 205, — Ap - (322)
) 9 Q) 9
( ot ot L2(Q) N ( ot 12(Q)
On considére la forme bilinéaire a sur F X F et la forme linéaire ¢ sur F définies

par :

Jdp Oy 1
a(p,p) = (— —Ap, = — Aw) + = (P @) 2
ot ot 2 N @

dp
U(p) = <Zd, vl A@) .
ot L2(@)

L’équation (3.22) est alors équivalente au probléme

a(p,p) = U(p) Vo € F,

qui, d’aprés le théoréeme de Lax-Milgram, admet une unique solution p € F.
Une fois que 'adjoint p est connu, 1’état y est donné par

ap

BT + Ap.

Y =Zza—

3.1.3 Orientation

Dans le cadre du contréle optimal classique, nous venons de voir que la
condition de Slater,

"U, d’intérieur non vide”, (3.23)

permet de trouver des estimations a priori sur 1’état adjoint approché p.. De
ces estimations, on déduit alors 'existence et I'unicité de 1’état adjoint p, d’out
le systéeme d’optimalité caractérisant le couple optimal pour ce probléeme mal

posé associé a I’équation de la chaleur.
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Cela dit, dans de nombreuses applications la condition de Slater n’est pas

vérifiée. C’est par exemple le cas si :
+
U, = (1'Q) ={vel'@;:v=0}f.

qui est d’intérieur vide. Il peut étre donc "utile" de traiter autre chése qui
n’utilise pas la condition de Slater.

On renonce donc au contrdle standard et on propose ici une autre notion qui
nous semble indiquée pour ce probléme mal posé associé a l’équation de la

chaleur, c’est 'objet du chapitre 3.

3.2 Controéle & moindres regrets

Dans cette section, on reprend le probléme mal posé associé a 1’équation
de la chaleur étudié que 'on régularise par un probléme elliptique a données

manquantes auquel on applique la notion de controle & moindres regrets.

3.2.1 Reégularisation elliptique

Cette méthode consiste a "approcher" les équations d’évolution parabo-
liques par des équations elliptiques en ajoutant une (des) condition(s) aux

limites convenable(s). Plus précisément, on obtient le régularisé elliptique en
2

0 . oL
ajoutant & — — A Dopérateur —e—, 'opérateur obtenu est bien elliptique.

ot ot*’

Mais, il manque une condition initiale dont on ne connait pas la valeur, d’ou

I'introduction de cette condition ayant pour valeur 'incertitude g.
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Le régularisé elliptique obtenu est donc

( 2
—68815%6 + %Zg —Ay. = v dans @,
Ye = 0 sur X, (3.24)
y(T) = 0 dans €,
Y(0) = g dans

\

ou g € G, G sous-espace vectoriel fermé non vide de L’(Q) et ¢ > 0 étant
destiné a tendre vers 0.

On va montrer maintenant le résultat :

Théoréme 3.4 Pour tout € > 0, le régularisé elliptique (3.1)-(3.3) admet une

unique solution y..

Démonstration - Soit ’espace
% = {90 € HI(Q) tel que QO(T> = O dans Q et 90|E = 0}

et y € H tel que
g(z,t) = 0 dans 2x]0,T),
g(x,0) = g dans Q.

On considére w, tel que

w. =y, — § dans Q, (3.25)
on a
( 2
Jw. Ow.

—€ 6:2} g; —Aw, = v dans Q,
We = 0 sur X,
we(T) = 0 dans €,
w,(0) = 0 dans Q.
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En multipliant I’équation d’état vérifiée par w. par une fonction test z € D(Q),

en intégrant sur () et en utilisant la formule de Green, on a par densité
ac(we, 2) = £(2) Vz € Hy(Q) (3.26)

avec

ow. 0z ow
a-(we,z) =¢ <—€, —) + (—€,z> + (Vwe, Vz),2
ot " ot ) 12 ot ") 120 L@

et
U(z) = (v, 2) ;2 (g)-

On obtient l'existence et 1'unicité de w. en appliquant le théoréme de Lax-
Milgram dans HJ(Q) qui est un espace de Hilbert muni de la semi-norme de
H}(Q). Ceci impliquera donc 'existence et I'unicité de w. solution de (3.1)-
(3.3).

Il ne reste plus qu’a vérifier les hypothéses d’utilisation de ce théoréme.

Il est évident que a.(.,.) est bien une forme bilinéaire, continue, coercive sur
H}(Q) et que £(.) est une forme linéaire continue sur H}(Q).

Donc y. = w. + y existe et est unique.

On a les estimations a priori

Théoréme 3.5 Pour tout € > 0 et n > 0, il existe deux constantes C' > 0 et
C,, > 0 telles que

9ye
H ot + ||y€||L2(Q) <C, (3.27)
ye
H Y <, (3.28)
2(10,7—n[;L* ()
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Démonstration - On utilise de nouveau w,. défini par (3.25), on a

Ow.  Ow.
_5 atQ + at - Aws, ’I,UE = (/U7 wE)L2 (Q) ,
L*(Q)

a l'aide de la formule de Green et de I'inégalité de Cauchy-Schwarz

ow, 2
“l ot

L*(Q)

Et d’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante k > 0 telle que

< Hawg

d’ou, il existe une constante C' > 0 telle que

H ow,

+ HwEHL2(Q)> ||w€HL2(Q) < kHUHLQ(Q)”wEHLQ(Q)’

ot

Or y. = w. + g, l'inégalité triangulaire entraine (3.27).
0w, N ow,

ot? ot
D’apres (3.29), g. demeure dans un borné de L’ (Q).

On part de 'équation —e———

39

1 ("d ,
" 5/0 dt (”wEHL ) dt + Vel g) < 0l @ llwell 2 o)

w2 ) < C. (3.29)
(Q)

= v + Aw, et on note g. = v + Aw,.

On introduit une fonction ¢ € C1([0,T]) telle que p(0) = 1 et p(T) = 0, puis

on multiplie
Eagwg n ow.
o "ot

0
par @% et on intégre dans Q. Il vient

(3.30)

8w5 Tl ow. 2 T ow,
= Qp dt +/ % H dt = / ® (ga, ) dt.
2 o dt H L*(©) 0 Ot |12 0 ot ) 12
On a
ow. ||? ow. . |I* T de ||ow. ||?
gOdt H - H ot O _/ dt H ot @,
0 L? (Q) L*(Q) 0 L3 (Q)
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d’ou

e || Ow, 2 E/T dp H@we 2 /T Haw8 2 /T < 8w5>

= 0 += — dt+ %) dt = o\ gey, — dt.
2| ot © 2@ 2Jo dt |l ot |12 0 At | 12(q) 0 7ot ) 2o

Or le second terme est O(1), donc

Tl ow. ||? T ow,
@ dt:/ @ (ga,—) dt + O(1).
/0 H Ot |20 0 ot ) 12

Et on en déduit (3.28) a laide de 'inégalité triangulaire.

On n’a pas pour objectif de faire tendre le régularisé elliptique vers le probleme

(3.1)-(3.3).

Remarque 3.7 Lorsque ¢ — 0, la solution 3. de (3.24) ne tend pas vers z

solution du probléme (3.1)-(3.3), mais vers la solution y du probléme

% — Ay = v dans @,
Y = 0 sur X,
y(0) = g dans Q.

Remarque 3.8 Si G = {0} alors y.(0) est connu. Le systéme est alors a
informations complétes. Le cas "sans informations" concernant la condition

initiale correspond au cas ou G = L°(Q).

Par régularisation elliptique, nous obtenons donc un systéme distribué de type
elliptique & données manquantes que 1'on peut analyser avec la notion de

controle & moindres regrets.
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3.2.2 Controle & moindres regrets du probléme régularisé

Pour tout (v, g) fixé, il existe un état unique y.(v, g) auquel on attache la
fonction corit

2

—i—NHv

Je(v,9) = (3.31)

2
Y- (v, 9) — 24
L2 (@) L2

(%))

o zg € L’ (Q) fixé et N > 0.
Comme nous renongons au probléme de controle standard, on cherche le controle
sans regret pour le probléme régularisé (3.1)-(3.3) qu’on appelle controle sans

regret approché. Il s’agit alors de trouver u. € U, solution du probléme

inf sup [Jg(v,g) - Je(O,g)]. (3.32)

'Ueuad geG

Lemme 3.4 Le probleme (3.32) est équivalent au probléme

vleIz}{Ed (JE(U,()) — J-(0,0) + 28up<5a£;—7(;})(0),g> )

geG

ot & (v) est solution du probléme :

( L (v) = y.(v,0) dans Q,
(v)(0) =0 d Q,
£ (v)(0) 55
E)N(T) =0 dans €,
\ & (v) =0 sur X,
o 0 o o0
avec L, = oz + 5 A et son adjoint L = v aal-vie A.

De plus, le probleme (3.32) admet une solution unique appelée controle sans

regret, dans [’ensemble

’CEZ{UEEZ/{M;<8€5§U>(O),Q> =0, ‘v’gEG}.
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Démonstration - Un calcul simple nous donne :

Jo(0,9)= (0, 9) = Jo(0,0)= L.(0,0)+2 (4.0, 0) , 9.(0,9)) , _ ¥ (v,9) € Uy, %G.

On introduit & (v) solution de (3.33). Et en utilisant la formule de Green on
(&), 5:0,9)) ., = (&(0),5:0,9)')

(=€), 0:(0,)) o = (£:(0), —2:(0,9)")
(~A& (@), 1:(0.9))

On en déduit donc

L*(@’
!
oy FEED 0 0)arg

= (65(’0) ) _Aya(ovg))

L% Q) 2@’

(ya(v70>a ya(ovg)) :€<£E<U)I<O)?9>G’,G'

£*@)
Par ailleurs, comme G est un espace vectoriel, le produit scalaire

(%00

GG

admet un sens pour les seuls controles v tels que

<a€5(v>(0),g> =0 VgeG, Ve>N0.

ot

GG

On introduit ensuite, pour v > 0, le controle & moindres regrets solution du

probléme perturbé :

inf Jg 5 _']5 Oa - ; :
vlergladilelg[ (v g) ( 9) ’YHQHG}

On obtient alors le probléme de controle standard

inf J7(v) (3.34)

vEULq
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ou
g2 2

~

0¢.(v) 0

I (0) = Je(0,0) = Jo(0,0) + —||=5,~(0) (3.35)

L} (@)

Lemme 3.5 Le probleme (3.34) (3.35) admet une solution unique u}, appelée

controle a moindres regrets approché.

Démonstration - Comme U,, est un sous-ensemble non vide et que
JX(v) >0 Y € U,y alors

d? = inf J7(v)

VEULq

existe.

Soit (v2 ),y C U,, une suite minimisante telle que

1
d] < J7(]) <dl + —< d} + 1.
Il existe un nombre strictement positif C7 > 0 tel que
02,1112 < C2 et [ly(vl , 0)l12q) < CZ.

On en déduit donc qu’il existe une suite extraite de (v2 ,y(vZ ,0)),, encore

n?

notée de la méme facon, telle que lorsque n tend vers +oo

(v ,y(v] ,0)) — (u?, 2]) faiblement dans Uy ¥ L (Q)

g1 7e

car U, , convexe implique que U , fortement fermé équivaut a U, faiblement
fermé.

Et comme y(v] ,0) est solution du probléme (3.1)-(3.3) pour le controle v2
et l'incertitude ¢ = 0, en multipliant I’équation d’é¢tat de ce probleme par

¢ € D(Q), on en déduit que

*

(Lsy(vzna 0)7 ()0) LA (Q) = (y(vgm 0)7 LEQO) L*(Q) - (vgn’ SO) L@
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En passant a la limite, on obtient finalement
L.z} =u! dans Q.

Comme u? € L(Q) alors 20\, 22(0) et 22(T") ont bien un sens. Et, la continuité
de I'application trace implique que

22, =0,22(0) =0et 22(T) = 0.

8|E

Nous dégageons maintenant le systéme d’optimalité du controle a moindres
regrets approché pour le probléme mal posé associé a 1’équation de la chaleur

régularisé.

Théoréme 3.6 Le controle a moindres regrets approché ul est caractérisé par

Vunique quintuplet {ul,y2, pY,p2, &2} solution du systéme :

¢

Loyl = ul, Lopl = 0, Lipl = yl—za+pl, L& = yl dans
yg = 07 p’EY = 07 pg = 07 gg = 07 sur
o _ y _eod y _ y _

20) = 0. 20 = 50 20 = o £0) = 0 dans
v (T) = 0, pl(T) = 0, pd(T) = 0, &(T) = 0 dans

et on a l'inégalité variationnelle
(pl+Nul,v—ul)>0 Yvel,

avec

o 0 o 0
L. = —EW + 5% Aet LT = —6§ T A son opérateur adjoint;

ul, y2, pl, plet & € L°(|0,T[; L°()).

Démonstration - Le raisonnement classique sur les conditions d’Euler de

premier ordre pour le probléme (3.34)(3.35) donne

2
S
(=2 (0=107,0)) AN (L vmy) (0,60 1) 0))

(3.36)

>2OVUEL{ad
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oy = y:(u?,0), & = &(u2,0) et w = v —u.
On introduit maintenant p) = p.(u?,0) solution du probléme
( —epl" +pl —Apl = 0 dans @,
p2(T) =0 dans €, (3.37)
p1(0) = “¢(0) dans Q,
Y
pl =0 sur X,

\

en utilisant la formule de Green, on a

e(p2(0), & (w2)'(0))

L2 @)
ceci implique
(C20.6w)0),
~ L@
'inégalité (3.36) devient

(yg - Zd+pg7y€(wg70))

On considére ensuite ’état adjoint p) =

(

On a alors

<_5pg//_pz/_Apz7 Ye (U)g, 0))L2(Q>

D’ou

(y2 —za+pl, ye(w?,0))

+(—ep"+pl = ApY, & (w]))

L@

= (pZ, —eye(w?, 0)"+y.(w?, 0)' = Ay.(w?,0))

= (p2, *555(1”;/)”*55 (wg)lfAﬁs (w?))

L*(@)

— Y Y
(pe7y5(w570) )L2(Q)

ol
£

v

+ N(ul,w?) > 0.

2@ —

(3.38)

pe(u?,0) qui vérifie le systéme :

—epl” —pl' = Apl = Yl —za+pl dans @,
p2(T) = 0 dans €2,
p2(0) =0 dans €,

\ o = 0 sur M.

= (pl, wl) ,

L*(Q) @

2@’

L*(@

7
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Enfin

(pl + Nu] >0

@

ul)

On s’intéresse aux estimations a priori.

3. Controle de I'équation de la chaleur rétrograde

Lemme 3.6 Pour tout € > 0 et n > 0, il existe deuxr constantes C > 0 et

C,, > 0 telles que :

oY
[ <c === S <c
L*(Q) el L)
oY
y;:y S C: H ayz-: S 0777
2@ E W2 gor—nii-1o)
apl Op?
H 8155 + ”pZHLQ(Q) <C, ot < Gy,
L*(Q) L (j0,T—n[;H=1(2))
op? op?
+ szHLQ(Q) <C, H - < Cm
H Ot |2 ) Ot || 12y H-1(2)
o0&y 0¢
€ Ha_ta + ||£g||L2(Q) <C, ' < Cy.
2 -1
L*(Q) (In,T[;H-1(Q))
Démonstration - Comme
J(ul) <J7(v) Yvel,,
en particulier en prenant v = 0, on a J2(u)) < J2(0),
d’ou
210 ¥ 2 ) Y 2
T(w,0) - 10,0+ = | D g < = ElD gy
v ot 2oy ot £ (@)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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Puisque 4.(0,0) (¢, z) = £.(0)(t,z) = 0 dans [0,7] x Q, on a

‘ e 0&(ul)

NaL
on en déduit alors (3.39).

2 2 2

| ©

< sz
LA ()

ye(ul,0) — 24 +N‘ u
2

2
2@ L@ 2

L™ (Q)

Les estimations (3.41), (3.42) et (3.43) s’obtiennent aisément par le procédé

utilisé dans la démonstration du théoréme 3.5.

3.2.3 Systéme d’optimalité singulier

Maintenant, on considére que 7 est fixé et on fait tendre € vers 0. On obtient

alors le :

Théoréme 3.7 Le contréle a moindres regrets u” du probléme (3.1)-(3.3) est

caractérisé par Uunique {u”,y", p7,p?, &7} solution du systéme :

(Ly = w, Ly =0, Ly =y —ztp, IO =y dans
Y7 = 0, p = 0, pY = 0, & = 0, sur
y'(0) = 0, p7(0) = AX(0) dans

\ p(T) = 0, E(T) = 0  dans

et on a l'inégalité variationnelle
(p"+Nu',v—u")>0 Ywel,

avec

0 0
L= % Aet L' = 5 A son opérateur adjoint;

w, g, pY, e, & € L0, T L (), M(0)e G complété de G dans L' (Q).
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Démonstration - D’aprés (3.39), (3.41), (3.42) et (3.43), on peut extraire

Y
des suites (u2)., (42).. (%a%?)(m)g, (62).. (p2). et (€7), des sous-suites

notées de la méme fagon telles que :

ul oy faiblement dans U,
2 — faiblement dans L*(Q),
LM@) — X(0) faiblement dans G,
N (3.44)
o o faiblement dans L (Q),
o —~ faiblement dans L2(Q),
3 — faiblement dans L*(Q).

Pour tout v > 0 fixé, I'état adjoint p} est aussi borné en € et on obtient

facilement le résultat.

Remarque 3.9 Dans le cas sans informations, ce qui correspond a

G =L’ (), le complété est G = L ().

3.2.4 Correcteur d’ordre 0

On s’affranchit de la condition (3.10) en remplagant le contrdle standard
par la notion de contréle moindres regrets. Le prix & payer est la perte de
I'information sur la donnée terminale y”(T') et en toute généralité y7(T) # 0.
Il est donc nécessaire d’introduire la notion de correcteur d’ordre 0.

On fait '’hypothése de régularité
y'(T) € Hy(Q), v € L'(Q). (3.45)

On note

V= {p € L'(0.T[ H () tel que ¢ € L'(Q)}.
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et
Vo ={p €V tel que (0) =0, o(T) = 0}.

On dit qu'une fonction 67 € V est un correcteur d’ordre 0 si
e(02, SOI)LQ(Q) + (67, SO)LZ(Q) +(Vez, VS@)L2(Q) = Ve(g., @)LZ(Q) vV,

62(T) +y'(T) = 0,
(3.46)

ou l'on suppose que
HgEHL?‘(]O,T[;H—l(Q)) <C. (347)

On a alors le :

Théoréme 3.8 Soit 07 un correcteur d’ordre 0 défini par (3.46)(3.47). On a

alors :

ly2 = (" + 0Dl 2 o,y < C Ve (3.48)
et lorsque € tend vers 0,
%[y;’ — (Y +02)] — 0 dans LQ(Q) faible. (3.49)

Démonstration - Si w? =y — (y” +62), on a

8(11)3/7 QO/)LQ(Q) + (wgla @)L2(Q)+(sz, VS0>L2(Q) =

— € (ywa ‘PI)LQ(Q) - \/g (957 %O)LQ(Q) V.
(3.50)

En particulier si ¢ = w?, en utilisant (3.45) et (3.47), on a
gngIHiQ(Q) + Hw;{Hi?(Q) < C\/E \/gng/HLQ(Q) + ”ngLQ(Q) )

on en déduit alors (3.48) et (3.49).
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Calcul d’un correcteur

On définit ¢? par :

{—agog”Jrgog’ = 0,
©2(T) —y(T),

) a décroissance aussi rapide que possible lorsque ¢ — —oo0,

d’ou

pl(t) = =y (T)e™ = . (3.51)

Si I'on suppose que y?(T) € H(Q), la fonction

0 N m =1 au voisinage de t =T,
g mgp
: : m =0 au voisinage de t =10

est un correcteur d’ordre 0.

On vérifie ’équation variationnelle ; le terme essentiel est

mAy(T)e = =R,

Sous les hypotheéses faites, on a :

T T ey
/ |h2)>_, dt < Ca_l/ e = dt=o(1).
0 e 0

3.3 Controle sans regret

Dans le cas ou G = L°(Q), on obtient le résultat
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Théoréme 3.9 Le contrile sans regret u du probleme (3.1)-(3.3) est caracté-

risé par Uunique {u,y, p,p,&} solution du systéme :

( Ly = wu, Lp = 0, L'p = y—zg+p, L*¢ = y dans Q,
Y =0, p = 0, P = 0, & = 0, sur 2
y(0) = 0, p(0) = A(0) dans €,

| p(T) = 0, &T) = 0 dans €,

et on a linégalité variationnelle
(p+Nu,v—u)>0 Yvel,

avec

0 0
L= 5 Aet L* = i A son opérateur adjoint;

u, y, p, py & € L°(J0,T[LY(Q), A0) € L(Q).

Démonstration - Lorsque € tend vers 0, on a
e 0&(u?)
VYoot

(0) — A\7(0) faiblement dans L ().

Alors
e 06 (u2)

\/_at

AT (0)]l 2y < liminf

L*(2)
d’ou \7(0) € L* ().
De plus, p? vérifie
08,01: Ap? = 0 dans @,
p7 =0 sur X,
p7(0) = A7(0) dans €,

(et veérifie également p?(T) = 0), la régularité du probléme de I’équation de la

chaleur entraine que

<C.

1o HL (10,T[HL (2
L*(J0,T[;H=1(2))

o+
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On peut donc extraire des suites (A7(0))., (p7), des sous-suites notées de la

méme facgon telles que :

A(0) — XO0) faiblement dans L°(Q),

) (3.52)
p= faiblement dans L™ (0,7T; H} (2)).
Par compacité
p? —> p fortement dans L°(Q). (3.53)
De la méme facgon, puisque
u)l — u” faiblement dans U/,
on en déduit qu’il existe C' > 0 tel que
[ull2 ) < liminf [[ull]2 o) < C
et la régularité du probléme de I’équation de la chaleur implique alors
v’ — u faiblement dans U,
y? — y fortement dans Lj(Q)7 (3.54)
p? — p fortement dans L (Q),
& — ¢ fortement dans  L*(Q).

On obtient donc le résultat.



Chapitre 4

Controle d’un probléme couplé

mal posé

Le chapitre 4 est consacré au contréle d’un probléme couplé mal posé associé
a I’équation de la chaleur.
Dans un premier temps, on s’assure que l’ensemble des couples admissibles de
ce probléme est non vide. On reprend ensuite la méthode de pénalisation afin
de caractériser le couple optimal. On y parvient en emmettant une hypotheése
de type Slater.
Dans un second temps, on propose la notion de controle sans regret. Pour
ce faire, on applique la notion de controle & moindres regrets au probléme

régularisé de type elliptique.

23
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4.1 Controle optimal

4.1.1 Préliminaires et notations

2
Le probléme auquel on s’intéresse, consiste a trouver (z,z9) € (LQ(Q)> tel

que
( Oz
8_t1 + Az —2 = wv; dans Qv
822
E —Azy+21 = vy dans Q? (41)
Z]. = 2’2 — 0 sur E?
21(0) = 2(0) = 0 dans Q,

\

2
oit (1, 3) € <L2(Q)> .

Les conditions aux limites et initiales du probléme (4.1) ont bien un sens, il
suffit pour le voir de procéder de la méme facon que pour la démonstration du

lemme 3.1 .

Lemme 4.1 L’état z = (21, 29) du probleme (4.1) vérifie

2 € L'(0,T; H*(Q)), (4.2)
% e L'(0,T;L° (). (4.3)

Remarque 4.1 Soient

2 0 )
Fi= {gol € L' (Q) tel que % +Ap € L(Q), @1(0) =0 et oy = 0}

et

2 0 )
Fo= {Sﬁz € L (Q) tel que % —Aps € L'(Q), ¢2(0) =0 et o) = 0}_

La structure du probléme (4.1) montre que les états z = (z1, 29) appartiennent

a l'espace F; X Fo.
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2
Ce probléme est mal posé car pour tout (vy,vs) € (LQ(Q)> , I'existence d’une

2
solution n’est pas assurée dans (LQ(Q)> .

Lemme 4.2 Le probléme (4.1) admet une solution unique pour un ensemble
2
de fonctions (vy,vy) dense dans (L2(Q)) :

Démonstration - En prenant v; et v, deux éléments de L”(]0,T[) @ E c’est-
a~dire de la forme vy (z,t) = g1(t)w(z) et vo(z,t) = go(t)w(x), avec g; et go €
L*(10,T[) et w € E (E donné par (3.8)), et en cherchant une solution de la
forme (21, 22) = (G (H)w(x), (t)w(z)), on trouve que le probléme (4.1) s’écrit

TH1=M)G = A tg+g, dans 10,7,
G = C{ — A — g1 dans ]OaT[a

¢1(0) = g:(0).

\

Cela définit bien (21, z2) qui est unique.

On se propose maintenant de mettre le probléme (4.1) sous une forme matri-
cielle.

On définit la matrice d’opérateurs

0
A: E—FA _Id

1 — —A
, 2
telle que, pour tout z = (21, 29) € (L (Q)) ,

0 0
Az = (%—}—Azl—z% %—A@—f—zl).
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Alors le probléme (4.1) peut s’écrire

Az = v dans @,
z =0 sur X (4.4)
2(0) = 0 dans €,

avec v = (vq, vg).

Définition 4.1 On dit qu'un couple (v, z) est admissible si, pour i € {1,2},

’UiEZ/{

ad?

z € L*(Q) tel que z vérifie le probléme (4.4).

On note ),4 'ensemble des couples admissibles.

Remarque 4.2 Pour l'instant, on suppose implicitement que I'ensemble ), 4
est non vide. Par la suite, on emettra 1’(les) hypothése(s) nécessaire(s) pour

que cela ait lieu.

Pour tout espace de Hilbert X, on note (X)? le produit cartésien de X par

lui-méme et on définit sur X x X le produit scalaire

((a,0), (@,0)) y.x = (a, @)y + (b, b)y (4.5)

et on lui associe la norme

2

(a.b)]

2
n Hb
X

XxX X
SOlt la fonCtion COﬁt

2

(12@)”

i NHU (4.7)

1
J(v,z):—Hz—zd + =
2 (12@)®

2
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) 2
ol 2g = (%4, 2d,) € (L (Q)) et N € R,

Le probléme de controle optimal qui nous intéresse est : trouver u = (uq, uz)

et y = (y1,y2) tel que
J(u,y) = inf  J(v,2). (4.8)

(’U,Z) €Vad

De facon similaire a la démonstration du théoréme 3.2, on a

Théoréme 4.1 Le probléeme de controle optimal (4.8) admet une unique so-

lution (u,y) appelée couple optimal.

4.1.2 Meéthode de pénalisation

Afin de "traiter" I’équation d’état comme une contrainte, on ajoute a la

fonction cotit J le facteur de pénalisation

1 2
oz Az = ol

2,

Q)
ol le nombre € > 0 est destiné a tendre vers 0. Ce procédé est utilisé ici pour
obtenir le systéme d’optimalité singulier (S.0.S.).

On introduit donc la fonction cotit pénalisée

1 2
T(0,7) = T, + - 14z = ol g (1.9)
2
pour (v, z) € (LQ(Q)> x (F1 x F3), et on considére le probléme
inf J=(v, z). (4.10)

(wz2) € Uyy) x(FixF2)

Théoréme 4.2 [ existe un unique couple (u.,y.) solution du probléme (4.10).

De plus, le couple (ue,y.) est caractérisé par les égalités suivantes :

(p- + Nug, v — ue)(ﬁ(@f >0  Yee,)?, (4.12)
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1
avec pe = —— (Ay. —u.) .

Démonstration - Apres avoir vérifié que

d. = inf J=(v, 2)
(v,2) € (Mad)QX(]ﬁX]‘E)

existe bien, comme borne inférieure d’une partie minorée non vide de R, on

considére une suite minimisante (v, z,), C (U,,)* x (Fi x Fy) i.e.
1 *
ds S \Z(Unwzn) S d5+_ Vn EN .
n
Il existe alors une constante C. > 0 telle que

On peut donc extraire de (v, z,) une suite, notée de la méme fagon et il existe

Us, Yo et h. tels que

2
v, — u. dans <L2(Q)> faible,
L'(Q)

2
( ) faible,
Az, —v, — h. dans <L2(Q)>2 faible.

Z, — y. dans

Pour tout ¢ € D(Q) x D(Q), on a
(Azn — Un, 30) (L2 (Q))2 - (ZTLJ A*90> (L2 (Q))2 - (UTLJ @)LQ(Q)XIP(Q)
en passant a la limite, Vo € D(Q) x D(Q)

(s @) 2y = Wer A0 (12 g2 = (s ©) 12

d’ou

Ay. —u. = h, dans Q.
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On en déduit que
) 2
Az, — v, = Ay. — u. dans <L (Q)> faible,

or A € L(L*(Q); H2(Q)) implique que
Oz Ove
ot ot

Par conséquent,

dans L’ (0, T; H~2()) x L’ (0, T; H~2(£2)) faible.

2,(0) —y.(0) dans H'(Q) x H1(Q) faible,
— Y| dans H~'(]0,T[; H2(T)) x H'(]0, T[; H~2(T")) faible,
b))

Zn‘z

d’ou
y(0) =0 et Zn|. = 0.

>z
Donc lim inf Jz(vn, 2,) > Je(ue, y2) avec (ue,y.) € (U,,)* x (Fi x F), ce qui
montre que (ue,y.) est solution de (4.10).
(4.11)(4.12) se déduisent des conditions nécessaires d’Euler satisfaites par (u., y.)

solution de (4.10) :

d
—\75(11,5 + )‘(U - uf)’yf)hzo >0 Ve (uad)Z

d\
et
d
ﬁx(ug,yg +A2),, =0 Vz€F X Fo.
[
On étudie ensuite la convergence de ce procédé.
Théoréme 4.3 Lorsque e — 0, on a
2
ue — u dans (LQ(Q)) , (4.13)

Y. — y dans <L2(Q)>2. (4.14)
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Démonstration - Etant donné que ),4 C (Z/{ad)2 X (F1 X Fa),

Te(ue,y:) = inf J-(v,2) < To(u,y) = T (u,y), (4.15)

(U,) x(FixF2)

il existe une constante C' > 0 telle que

||ya||(L2(Q))2 <C, ||Ua||(L2(Q))2 <C (4.16)
et X
H% (Aye — u.) o) <C. (4.17)

On déduit de (4.17) que

Ay. = u.++/ef. dans Q,
ve =0 sur X,
y(0) = 0 dans Q

Et (4.16) implique qu’on peut extraire de (u.,u.) une sous-suite, notée de la

méme maniére, telle que

u. — U dans

L (Q))2 faible,

( 2 (4.18)
y. — § dans <L2(Q)> faible.
Pour tout ¢ € D(Q) x D(Q)

(Ao, 0)(12(gr) = Wer A0) (12 = (e + VL 9) 12 g7

en passant a la limite, on a
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2
Comme u € (LQ(Q)> , par un procédé similaire a la démonstration du théo-
réme 4.2, on montre que (@, y) € Vaq-
(4.15) et (4.18) implique
J(u,y) < J(4,79) < liminf T (ue, ye) < limsup T (ue, ye) < T (u,y).

par conséquent

u=u, Zj =y et %(ueaye) — j<u7y)
Cela entraine

||y€ - Zd||(L2(Q))2 — Hy - zd||<L2(Q))27

(4.19)
||u€|| (L2 (Q))2 — ||u||(L2(Q))2

On déduit donc de (4.18) et (4.19) la convergence forte dans (4.13) et (4.14).

[
On considére maintenant la fonction cotit pénalisée
1
Te(v,2) =T (v,2) + —|| Az —v|)? , (4.20)
2e (1*@)
et on se propose de trouver u. = (Ug1, Usn) €t Yo = (Yeq, Yeo) tel que
Te(ue,ye) = inf J=(v, z). (4.21)

(v,2) € (Z/{ad)2 X (F1xF2)

On a facilement le résultat,
Lemme 4.3 ] existe un unique couple (u.,y.) solution du probléme (4.10).
Théoréme 4.4 La solution (ue,y.) du probleme (4.21) est caractérisée par la

donnée du triplet (ye, u.,p.) solution de :
(

Ay. = wu.++efe dans  Q,
"4* € == e d 5
) p Ye — 24 ans Q (4.22)
Ye = Pe = 0 sur 3,
y:(0) =p-(0) = 0 dans Q

\
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et des inégalités variationnelles

(psl + Nuelavl - UE1>(L2(Q))2 >0 Vv, € Z/{ad,

(4.23)
(paz + Nugg, Vg — u52)(L2(Q))2 >0 Yy € Uad.
ot
0
T + A I,
pe = (peipea). IFe o< C et A= | O 0
(@) _I, _Y2 A
ot
Démonstration - On a ),q C (U,y)? X (F; x Fa), ceci implique
T (e, ye) = inf T(v,2) < T(u,y) = T (u,y).
(e ve) = o sy T02) S Telwy) = T(wy)
: 1
Il existe alors une constante C' > 0 telle que T(AyE — ) < C, on
B
(12@)
a bien
Ay, =u. +Vef. avec | f] <C. (4.24)

(12@)

Le couple (u.,y.) vérifie les conditions nécessaires du premier ordre d’Euler-

Lagrange :
e\UWey Ye )\ )y Je — Jel\ley Ye
lim JeWe e+ A0 0e) = Teerbe) gy, e (a25)
A—0 A
e\Wes Ye1y Ye >\ — Je\ley Ye
lim Lol ben Voo ¥ A20) = Teluenye) _ oy e m, (a6)
A—0 A

lim qu(usl + >\(U1 - Usl)a uerys) - u7s<u57 ys) >0 Voo, € U, (4.27>

A—0 A

}\iH}) Je(Uer, uey + A(vg _)\uaZ)»ya) — J-(uc, ye) >0 Yooy € U (4.28)
=
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L’équation (4.25) équivaut a

1 ay 1 821
(Yer = za1, 21)12g) + 2 ( ot AU T Yo~ e T+ A% 12(Q) '
1/0
— <—g;2 — AYey + Yer — Ueo, zl> =0 VYV er
€ L*(Q)

et en posant

1 /0y 1 [0y
Dey = e < -+ AYey = Yeo — Usl) et Peg = — ( P AYey + Yoy — Uea |

ot e\ ot

on a

0z
Pers — + Az +(Pegs 21) p2(g) = (Ye1 — 2a1521) 12q) V21 € Fi. (4.29)
ot 12(Q)

Pour z; € D(Q), on trouve

_ Op. 1
ot

En multipliant ensuite cette derniére équation par z; € F; et en utilisant la

+ Apgl +p52 = Ye1 — Rd1 dans Q

formule de Green, on en déduit que
Per =0 sur ¥ et p.,(0)=0 dans Q.

De la méme fagon, (4.26) implique

0z
(p527 - AZ2> —(Per, Z2)L2(Q) = (Yeo — 2az; Z2)L2(Q) Vo € Fa, (4.30)
ot 12(Q)

d’ou
—% —Apey —pPer = Yey — 24z dans  Q,
Deo = 0 sur X,
Deo(T) =0 dans €.

D’ou p. = (peq, Pey) Vérifie

Ap. = y.—zg dans @,
pe = 0 sur X,
p(T) = 0 dans .
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On déduit de I'inégalité (4.27)

1 /0y
N (Uer; v1 — Uey )LQ(Q)_E <_81 + AYer = Yeg — Uer, V1 — uel) >0 Vv €U,

ot 12(Q)

par conséquent, on a bien I'inégalité variationnelle
(pey + Nuey, v1 — ueq )LZ(Q) >0, Vv €U,.
De la méme maniére, (4.28) équivaut a

(p€2 + Nu€2 ; U2 — Uga )L2(Q) > O, \V/'UQ € Z/lad.

systéme d’optimalité singulier

Tout d’abord, on donne un résultat de convergence forte qui s’obtient aisément

en procédant de la méme maniére que pour la démonstration du théoreme 4.3.

Lemme 4.4 Lorsque e — 0, on a

ue — u dans <L2(Q))2, (4.31)

y. — y dans (LQ(Q))Z. (4.32)

On aborde maintenant le point essentiel qui consiste a trouver des estimations

a priori sur p,.

Lemme 4.5 On suppose que U,, est d’intérieur non vide. Alors il existe une

constante C' > 0 telle que
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Démonstration - D’aprés le lemme 4.2 et ’hypothese sur U, il existe

d?

vo €U, XU, , et >0 tels que ||v—vo||( » < rimplique v € U , XU, et,

L*(Q))
il existe zy solution de (4.4) lorsque v = vy.

On remarque qu’on peut écrire

(pe + Nuc,v—u.) , ,=Xc+(p-,v—v0),, (4.34)
(£*@) (*@)
ou
X. = {(p. + Nu., vo — u€><L2(Q))2 + (Nu., v — UO)(L2<Q))2'
En prenant z = z; dans (4.29) et (4.30), on a
, U = — 24, %
(pe s vo >(L2<Q))2 (Ve ds 20 ><L2(Q))2
et en prenant z = y., a l'aide de (4.24), il vient
_ _ 2
<p57 Ua>(L2<Q))2 = <ya 2d ya>(L2(Q))2 + HfEH(Lz(Q))?’
Ceci entraine
2
<pa » Vo — Ue >(L2(Q>)2 = <y5 —Zd, 20 — Ye >L2(Q)XL2(Q) + ||f6||(L2(Q)>2

alors il existe une constante C' > 0 telle que |X.| < C. En utilisant (4.23) et
(4.34), on a

(pe, v —1g) ,>—C Vo tel que |v— vo||( 2 <1 (4.35)

(1’ @) L’ @)

En particulier, pour tout v tel que [|[v — | ) peut choisir une

Q)
) 2
fonction ¢ € (L (Q)) telle que

¥

UV — Uy = t+tr ——M—
||¢||(L2(Q))2
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et on trouve a l'aide de (4.35) que

<p€7 r #> <C Vepe <L2(Q>)27

L*(Q)
c’est-a-dire que

(pe 90>(L2(Q))2

< Sl gy Vo€ (@)

Mais, comme L°(Q) est identifié & son dual et que

(e g0>(L2<Q>)2

on en déduit que

< el 19l gyt Y€ (K@)

) <

= 1Q

||pa|| (L2 (Q))

Théoréme 4.5 On suppose que U,, est d’intérieur non vide. Le couple opti-

mal (u,y) du probleme (4.8) est caractérisé par le triplet (u,y,p) € (U.,)* x
2 2
<L2(Q)) X (LQ(Q)> , solution de

(

Ay = u dans Q,
A* = y—2z; dans ,
b v @ (4.36)
y=np = 0 sur >,
\ y(0)=p(T) = 0 dans €,
et des inégalités variationnelles
(pl + Nul, V1 — ul)L2(Q) Z 0 Vvl € Z/{ad, (437>

(p2+NU2,UQ—U2)L2(Q) ZO VUQ Euad.

ol pe = (p1, p2)-
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Démonstration - D’aprés le lemme 4.5, on peut extraire de la suite (p).

une sous-suite, notée de la méme fagon, telle que

2 2 .
pe = p=(p1,p2) dans (L (Q)) faible.

Et, du lemme 4.4, on a
2
ue —> u dans <L2(Q)> :

2
ye — y dans <L2(Q)> )

On multiplie I'équation d’état du probléme adjoint approché par ¢ € D(Q) X

D(Q), on obtient

<«4*p5,90>( @)’ :(pa,Aw(LQ(Q))Q:<y5—zd,so>(L2(Q))2,

et en passant a la limite

) A 2 — - ) 29
(p 90)@2@) (y— 2 ¢>(L2(Q>)
d’ou
A'p=y—2; dans Q.
2
Comme y — z4 € <L2(Q)) et A e L(L'(Q); H2(Q)), cela implique que
Ope
ot

Par conséquent,

— % dans L’ (0, T; H2(Q)) x L’ (0, T; H%(Q)) faible.

p.(T) — p(T) dans H1(Q) x H1(Q) faible
pe. —p,  dans B0, T[H2(T)) x H-H(0,T[; H*(T)) faible,
d’ou

p(T)=0 et p_=0.
En partant de (4.24) et en procédant de la méme maniére, on en déduit que

Ay = u dans  Q,
y = 0 sur PO
y(0) = 0 dans Q.
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4.2 Controéle a moindres regrets

2
On rappelle le probléme couplé étudié consiste a trouver (z1, z3) € (L2 (Q))

tel que
( %+Az—z = v, dans Q@
ot e ’
822
o “Amta = v das Q (4.38)
0 = 2 = 0 sur X
2(0) = 2(0) = 0 dans Q

\

ou (vy,vy) € <L2(Q))2.

En utilisant la méthode mixte explicitée dans la section précédente, on se donne
pour objectif de trouver un S.0.S. associé au controle optimal du probléme
(4.38). Tout d’abord, on régularise ce probléme couplé de type parabolique
afin d’obtenir un probléme de type elliptique. Pour tout € > 0, on considére le

2
régularisé elliptique consistant a trouver (y,,ys.) € <L2(Q)> tel que

( 82?/1 Oy
€ 6t28 + ats +A Ye — Y2, = U1 dans @,
o )
¢ y226 + 22 Ays. +11. = vy dans @,
or ot (4.39)

Yie = Y2 = 0 sur X,

¥1.(0) = v2.(0) = 0 dans £,

[ () =91, 12.(T) = g2 dans

ou (g1, 92) € L'(2) x L*(€).

Remarque 4.3 Pour tout g € L*(Q) x L*(Q) fixé, le probléme (4.39) admet

une unique solution (yi.,y2,).
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Soient A;,. et As. deux opérateurs tels que
A, = — +=+A
te oF Ta
O 0
Aye = — e—+——A.
2 “or "ot
On définit 'opérateur matriciel
./4 o Alz—: _Id
Iy As.
) 2
tel que, pour tout z. = (21, 20.) € (L (Q)> ,
AEZE = (Alezls — 22 A25225 + zls) .
Le probléme (4.39) équivaut alors a trouver y. = (1., y2.) tel que
(
Ay v dans @,
. = 0 sur >,
Y (4.40)
y(0) = 0 dans €,
ye(T') = g dans

\

avec g = (g1, 92) et v = (v, V).

C,

Pour tout € > 0 et pour tout g, on peut alors associé au probléme (4.40) une

fonction cotit définie par :

2 2

Je(v,9) = ‘

Y-(v, 9) — 24 +NHv
2

(@) G

On introduit la solution du probléme perturbé :

L

@)”

(4.41)

nf, | sw (L) - L9 <l L )] (442)

velhaaxUaa Ly 12 () 12(q)
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Lemme 4.6 Le probleme (4.42) admet une unique solution u)} = (u]_,uj_)
appelé controle a moindres regrets "approché”.

De plus, u est l'unique solution du probléme de controle classique :

veuifLI;£uad Je () (4.43)
avec
2110€:(v) 2
T2 (v) = J.(v,0) — J.(0,0) + — | =22(T) , (4.44)
7H ot L@ xr? )
) 2
£(v) = (&1.(v),&.(v) € (L (Q)) défini par :
[ Ae() = y(0,0) dans Q,
&E(w) =0 sur X (4.45)
&(v)(0) = 0 dans €,
L &E)(T) = 0 dans )

et AZ Uopérateur matriciel adjoint de A..

Démonstration : On a bien siir I'existence et I'unicité du contréle & moindres
regrets "approché". La linéarité du probléme (4.39) nous permet d’obtenir

I’égalité

(01 9) = Je(0,9) = (0, 0) = J2(0.0) + 2(5:(0,0), 3:0.9))

On définit 'opérateur matriciel adjoint A” par

o> 9
* AT = — - — 4+ A
A* _ ( Ale Id ) Avec le 5at2 ot + 5
—la A, Ay, = — 5f2_ _,EZ — A

o’ ot
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On introduit maintenant la fonction &, vérifiant (4.45). Alors

<AZ£€(U)7 ys(oag) >( 2 ))2 = <'A: (615(0)7525(1})) ) (yla(o’g)7y2£(079))> 5 2
L%(Q (£*@)

= (AL60)+ 6.0). 1 0.9))
<A§a€25(v) - 515(’0) s y25(0a g) >

2@’
En utilisant la formule de Green, on a
<A1<g§16(v) + 525(7}) ) ylg(oa g) >L2(Q) <£1€(U> ’ Afgyls(oa g) >L2(Q) + <£26(v) ’ yla(oa g) >L2(Q)
(& (@), 1 0.9)(D)
et
<A§€§26(v) - 518(1}) ) y2€(0’g) >(L2(Q))2 = <§25(U) ) A§€y26(07g) >L2(Q) - <§1€(U) ) y26(079) >L2(Q)
- €<£2€(U>/(T) ) y26(07 g)(T) >L2(9).

D’ou

(4:(0,0), 900, 9)), , o= (&) (T), 1), —(&oc(v)(T), g2) 5 .

(£*@) L% (@) (@)

A Taide de la propriété de la polaire, on en déduit

2 "), — (1)), — 2
geLQ(?zl)lIx)y(Q) (< e (60T, =62 () (1) g>L2<ﬂ>xL2<m V”g”ﬁm)xﬁ(m)
e210¢.(v 2
- S5
v L2@)x 1% @)
Donc

inf [ su (J v,g9) — J:(0,9) — 2 )]
N B 2(v,9) = J0,9) =gl o

= it [L0,0-00,0+ s (25 (£:0)/(T), ~&:(0)(D)) . 9)-7ll)]

VEUna XUnd geL* ()<L ()
2.9 2
= inf |J.(v,0) = J.(0,0) + e (%) (T) -
VEUnq XUnq Y ot L2 @)xr? (@)
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On donne maintenant le systéme d’optimalité pour le probléme approché.

Théoréme 4.6 Le controle a moindres regrets "approché” ul est caractérisé

par la donnée de 'unique {u?,y2, &2, p?,pl} solution du probléme :

(
Ayd = ud, A = yl, Apl = 0,  Apl = yl—za+pl dans
yg = 0, gg = 0, P;/ = 0, pg =0 sur
yl(0) = 0, &) = 0, pl0) = 0, pd(0) = 0 dans
RT) = 0 @) = 0 pT) = 2 pAT) = 0 dans
et de ["inégalité variationnelle
(p? + Nul,v—ul)>0 Vveld,, xU,
43 083
7= [ Dle(py, —D2e(y ),
ovee 2 = (), <2
Démonstration : On note w = v —u pour v € U, x U . La condition
nécessaire d’Euler du premier ordre appliquée au probléme (4.43)(4.44) s’écrit
Y + M w) — T (uY
i S A0) = T 0 (4.46)
A—0 A
La condition (4.46) donne
e20g . 06 (w)
Yz e (w, 0 N (w2, & %e ), B\l p > 0
=z 0) NG eSS, B ) ) >

L?@x? @)

Ol\l y€ = yla(“z? 0) et 52 = 58(1‘1/37 O) = (51"/5’538)'
On introduit p? = p-(u?,0) solution de

;

Apl = 0 dans @,
pl =0 sur X,
p2(0) = 0 dans (),
v € (08, 08,

1) = (TR M) dus o
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A Taide de la formule de Green, on obtient

g2 afg ags(w) o
<7 5 (L) —5 (1) = <p8,ya(w,0)>(L2(Q))2,

L2 @)xL?(Q)

Maintenant, on définit I’état adjoint pY = p.(uZ,0) solution du probléme

(A = =zt dans Q,
p; =0 sur X,
pl(0) = 0 dans ©Q,

\ pl(T) = 0 dans €.

Et, on déduit de la formule de Green

(y2 — za+p?, y(w,0)) =(pl, w)

(1@) (1*@)’

d’ou

(pl+Nuz,w) , 20
(*@)

Dans le but de trouver le S.O.S caractérisant le controle & moindres regrets,

on s’intéresse alors aux estimations a priori. On a la proposition

Proposition 4.1 Pour tout € > 0, il existe une constante positive C' telle que

)
%

Y < Y
] c, 5 (1)

2 = < C7
(r*@)

<C.

15
2 2 =
(L (Q>) ﬁ L?@)x? (@)

(4.47)

Démonstration - Puisque

Jul) <J2(v)  Veel,xU,,
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en particulier en prenant v = 0, on a

2

857

J(u2,0) — J.(0,0) + —H <—H‘%€ (T)

L2 @) xL? () L@ xr? )

Mais, comme y.(0,0)(t,2) = £&(0)(t,r) =0 V(t,z) € Q, alors
2
‘ yé‘(uga 0) — Zd

(12@)” (L2<Q))2
e &Y 2
=% <l . )
\/_ L?@)xL? (@) <L2(Q))2
d’ou le résultat avec C = szH
(12@)
n

Théoréme 4.7 Le contréle a moindres regrets u’ = lir% ul pour le probleme
E—r

couplé (4.38) est caractérisé par unique solution {u,y7,£7, p7,p'} du pro-

bleme
([ Ay? =, AT =y, Ap? =0,
A pY =y — zg+ p? dans @),
Y7 =0, &1 =0, p7 =0, p =0 sur ¥

53(0) =0, €(0) =0, p}(0)=0, p}(0)=0,

| (1) = 0. (1) = 0. p)(T) = N(T). p)(T) =0 dans €,

et de ["inégalité variationnelle

<p7+Nu7’v—u7>(L2(Q>)2 >0 Ywel,xU,.

De plus, on a les limites faibles suivantes :
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7 = limy) 7 = lim &7 7 = lim p? 7 = lim p?
y' = limy, , € HO& ,pl =lmp;, p? = limp,,

ol

a0 € e (FQ) e X(T) € L(9) x ().

Démonstration - De (4.47), on déduit qu'on peut extraire des suites (u?)_,

e 0&(ul) - : &
(y2). et | — (T)) ) des sous-suites encore notées de la méme fagon
NaER
telle que
) 2
ul — 7 faiblement dans (L (Q)) ,
2
Yyl — ¢yY  faiblement dans (LQ(Q)> ;

o (T) — XN/(T) faiblement dans L*(Q) x L’ ().
5

De plus, le S.0O.S. trouvé au théoréme 4.6 montre que 7, p) et p? sont bornés
car ils sont les solutions de problémes bien posés.
D’ot, comme précédemment, on peut extraire des ces suites des sous-suites

notées de la méme maniére telles que

& — &7 faiblement dans <

L
2
pl — p7 faiblement dans <L2(Q))

&€

et
2

pl — p? faiblement dans <L2(Q)> .
Puisque U, est un sous-ensemble fermé de LQ(Q), on a méme

ul — u” faiblement dans U , x U, ,.
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Remarque 4.4 On a une "perte" d’informations en passant a la limite, la
notion de correcteur d’ordre 0 est a envisager comme dans le cas de 1’équation

de la chaleur rétrograde.

4.3 Controle sans regret

Il s’agit maintenant de faire  tendre vers 0 et on obtient alors le systéme

d’optimalité singulier du controle sans regret.

Théoréme 4.8 Le contréle sans regret u = hH(l) u” pour le probleme couplé
Y—

(4.38) est caractérisé par 'unique solution {u,y,&, p,p} du probléme

(

Ay = u, A€ =y, Ap? =0,
Ap=y—z4+p dans Q,
y =0, =0, p =0, p=20 sur X,

yz(o) =0, 51(0) =0, P2(0) =0, p1<0) =0,

L (T) =0, fQ(T) =0, 101(T> =X (T)7 pQ(T) = 0 dans €,

et de l'inégalité variationnelle
(p+ Nu,v— u)(LQ(Q))2 >0 WYwel,xU,.

De plus, on a les limites faibles suivantes :
y=Ilmy" ,{=1lm¢ ,p=Ilmp’ ,p=Ilimp’,
¥—0 v—0 v—0 v—0

ol

u, y, p, p, £ € (LQ(Q)>2 et N(T) € L' (Q) x L’ (Q).
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Démonstration - Lorsque ¢ tend vers 0, on a

€ ag&(us> O\ : 2 2
\/_ T —————=(T) = X\(T) faiblement dans (L (Q)) :
Alors
e 0&(u)
IN (T, 2,002 < liminf ———(T) < C,
(L( ) \/_ ot (LQ(Q))Q
) 2
dow V(T € (L (Q)) .
De plus, p” vérifie
( Ap? = 0 dans Q,
pr =0 sur X,
pa(0) = 0 dans
pl(T) = XN(T) dans Q,

la régularité du probléme de I’équation de la chaleur entraine que

ap”

(L2 (o,1H-1(@)))?

On peut donc extraire des suites (A7(7'))., (p”), des sous-suites notées de la

méme facgon telles que :

2
AN (T) — XT) faiblement dans (LQ(Q)) : (4.49)
2 .
Pl = p faiblement dans (LQ(O,T;H[}(Q))>,
Par compacité
) 2
p? — p fortement dans (L (Q)) . (4.50)

De la méme facgon, puisque

u] — u faiblement dans U , x U,



78 4. Controle d’un probléme couplé mal posé

on en déduit qu’il existe C' > 0 tel que

¥ < . . v <

Q)

et la régularité du probléme de I’équation de la chaleur implique alors

v’ — u faiblement dans U, xU,,,

2
y? — 1y fortement dans <

[\V]

)
)
2

')
p?’ — p fortement dans <L2 (Q ))
& — ¢ fortement dans <L2 (@ ))

On obtient donc le résultat.



Chapitre 5

Controle d’'un systéme a données

g

manquantes controlé a zéro

Dans ce chapitre, on s’intéresse au contréle d’un probléme issu de la contro-

labilité & zéro d’'un systéme & données manquantes associé a ’équation de la

chaleur.

5.1 Position du probléme

Le systeme a données manquantes étudié consiste a trouver y € L2(Q)

solution de

dy

ZZ A
ot Y
y fr

y(0) =

v+60.1,
0
g

dans @),
sur >, (5.1)
dans (2,

ot v e L’(Q), g € G sous espace vectoriel fermé non vide de L*(Q), w est un

ouvert de €2 et 1, est I'indicatrice sur w.

79
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Sife L’(0,T;L (w)), lae probléme (5.1) admet une solution unique vérifiant
y € L*(0,T; HY(Q)) et a—i e L'(0,T; HY(Q).

Pour v, 6 et g choisis, le probléme (5.1) admet une solution unique

Yy = y(”uevg)' (52)

Le probléme de contrdlabilité pour (5.1) est de trouver 6 tel que pour (v, g)

donné, la solution y du probléme (5.1) vérifie
y(T) = 0. (5.3)

Supposons avoir sélectionné par un critére donné une et une seule solution du
probléme (5.1)(5.3).
On note yy cette solution unique.

On considére la fonction cofit

2 2
To (v, 9) = lIplye(v, 9) = zdlll ;2 ) + Nllpvll 2 g,
et on met en évidence deux problémes qui nous semblent nouveaux.

Probléme 1 : Si G = {0}

y(0) = 0 est connu, le systéme (5.1) (5.3) est alors & information complétes et
0 _ 79

‘]p(/Uvg> - ‘]p(/Uv O)

Un probléme standard de controéle est de chercher

: 9
vlerZ}IEd J,(v,0).
Probléme 2 : Si G # {0}
Le probleme
: 0
R

n’a pas de sens. On examine alors le probléme du point de vue du controle a

moindres regrets.

L’étude de ces deux problémes est I'objet de ce chapitre.
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5.2 Controlabilité a zéro

Pour tout (v, g) fixé, la controlabilité & zéro du probléme (5.1) consiste a

trouver § € L°(0,T; L*(w)) tel que si y est solution de (5.1) alors
y(T) = 0. (5.4)

La controlabilité exacte de 1’équation de la chaleur a été étudié par de nom-
breux auteurs tel que E. Zuazua [26], D. Russell [24], G. Lebeau-L.Robbiano
[10] et J.P. Puel |22]. Nous rappelons ici la méthode variationnelle qui s’adapte

bien au probléme que nous avons en vue.

5.2.1 Meéthode variationnelle

On considére l'opérateur L et son adjoint L~ définis par

0 0

On a

1
Lemme 5.1 I existe une fonction "poids" p de classe C? sur Q telle que —

soit borné dans @ et il existe une constante C' = C(Q,T,w,p) > 0 telle que

/ /—|Q|2da:dt+/ (0 \d:c<CV /—\L ql? d:cdt+/ /—yq|2 dxdt]

Vg e V.

Le résultat découle d’une inégalité de Carleman globale [22]. Ce lemme est le
résultat fondamental de la méthode variationnelle.

Le second membre de (5.5) améne & considérer 1'espace V défini par

V={qeC” (Qx][0,T)) tel que g, =0},
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muni de la forme bilinéaire a(.,.) définie pour p,qg € V x V

1oL Tri
a(p,q) = / / —L p L qdxdt —I—/ /—2p q dxdt. (5.6)
0o JaP 0 JwbP

Lemme 5.2 L’application (p,q) — a(p,q) est un produit scalaire surV x V.

1
Démonstration - Puisque — est borné, l'application (p,q) — a(p,q) est
bien définie. Elle est bilinéaire, symétrique et positive sur V. Montrons qu’elle
est définie positive.

Soit donc p € V tel que a(p,p) = 0. Alors d’aprés (5.5) (5.6), on a
p =0 dans Q.

La propriété a(p,p) = 0 = p = 0 dans @ est appelée propriété de continuation

unique.

On note || ||, la norme sur V associée au produit scalaire a( , ),

lqlla = valq, q).

Soit alors V' le complété de V pour cette norme. V' est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire a(p, ¢) et la norme associée. De plus V est dense dans
V.

Soit maintenant ’application ¢ définie sur V' par

<e,q>:/OT/qudxdt+/ﬂgq(o) iz,

Lemme 5.3 On suppose que v € LQ(Q) avec pv € L*(Q). Alors Uapplication

¢ est une forme linéaire continue sur V.
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Démonstration - Il est clair que ¢ est linéaire D’aprés I'inégalité de Cauchy-
Schwarz dans L*(Q)

gl 2 g 1O 2 -
L*(Q)

T 1 1
(g S/ /v,oq da:dt+/ g q(0)| dz < ||pv]|,2 Hq
1¢(q)]| ; Q\ 5 ! Q| (0)] lovllz2 g ;

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz discret dans R?

(g)] < (H/—l) ’

On conclut alors a I'aide du lemme 5.1 pour obtenir

2 % 1
+19(0) 2 g ) (A
@ L*(Q) L7(Q) L7(©)

1

Uq)| < € Valg.q) = C llglla avee € = (Jlpvll22 o) + 9122 gy)

Le résultat qui suit est une application directe du théoréme de Lax-Milgram.

Théoréme 5.1 On suppose que ||vaLz(Q) < +o0. Alors il existe un unique

p € V solution du probléme :

{ﬁfv (5.7)
a(p,q) = L(q) VYqeV.

On aborde maintenant le résultat qui résoud le probléme de controlabilité a

Z€ro0.

Théoréme 5.2 On suppose que ||pv||L2(Q) < 4o00. p étant la solution unique

du probleme (5.7), on pose

y=—LDp (5.8)
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et

1

Alors le couple {y,0} est solution du probléme (5.1) (5.4).

Démonstration - Sachant que p € V, on a déja

1 .. 1
SLpeL’0,T;L° () et —=p e L°(0,T; L (w)). (5.10)
p P
1 )
et comme — est borné, alors

0eL’(0,T;L (w)),
ye L'(0,T; L*()).

De plus, (5.7), (5.8) et (5.9) impliqueent

T T T
//yL*qudt—/ /quxdt:/ /quxdt—i—/gq(())dx Vg e V.
o Ja 0 Juw o Ja Q

(5.11)
En particulier pour ¢ € D(Q), on a

Ly =v+0.1, dans Q. (5.12)

Comme v + 0.1, € L°(0,T;L°(Q)), alors Ly € L°(0,T;L°(Q)). Comme par
ailleurs y € L*(0,T; L°(Q)) et Ay € H'(0,T; L’ (2)), on peut donner un sens

a la trace de y sur . On a alors
Y. € H(0,T; H 3(T))

De plus, on a
ye L(0,T; L*()),
Jy

— 2 . —2
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donc y € C([0,T); H%(2)) et on peut donner un sens a y(0) et y(7T) dans
H72(Q).
On peut donc multiplier (5.12) par une fonction ¢ réguliére et appliquer la

formule de Green pour obtenir grace a (5.19)

D), 4T,y = (00) = 900 ey + %)m 0

donc

Y. =0, y(0) =g et y(T) =0 dans Q.

D)

En résumé et pour conclure cette premiére partie, on vient de voir que pour
tout couple (v, g) avec v € L2(Q) tel que pv € LQ(Q) et g € L2(Q), il existe
y =y(v,g) et § = 6(v,g) définies en (5.8) et (5.9) respectivement solution du
probléme (5.1) (5.4). On définit ainsi deux applications

{LQ(Q“L"’(Q) — L0751 (w)) et{f@)xm) — '@
(v, 9) — 0(v, 9) (v, 9) — y(v,9).

On étudie maintenant quelques propriétés de ces deux applications.

5.2.2 Propriétés

Lemme 5.4 Les applications (v, g) — 0(v,g) et (v,g9) — y(v,g) sont li-
néaires de L’ (Q) x L”(Q) respectivement o valeurs dans L”(0,T; L"(w)) et dans

L(Q)-

Démonstration - La linéarité de ces applications découle de la linéarité de

I'application (v, g) — p(v, g), de la linéarité de 'opérateur L* et des formules
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(5.8) (5.9).

Dans toute la suite, pour u € C? et E C (), on note
(L2(E),udxdt> - {f /2 ) < +oo}.

Lemme 5.5 Les applications v — 60(v,0) et v — y(v,0) sont continues
sur <L2(Q),pdxdt> respectivement a valeurs dans (LQ(O,T; L (w)),pdxdt) et

dans <L2 (Q), pdazdt) .

Démonstration - Tout d’abord, remarquons qu’il existe une constante C' > 0

telle que
1
- p(v,0
|} 7

< CHPUHLQ(Q)' (5.13)
1)

En effet d’aprés (5.5) et (5.7)

2

1 _ - - -
H— 50,0 < ¢ a,0),50,0)) = Co@,0)),
P L*(Q)
or
. - 1
(50, 0)) = (0.5(0.0))2 ) < 0] H— 5(0,0)
P L*(@Q)
d’ou (5.13).

En prenant g = p(v,0), on déduit de (5.7), (5.8) et (5.9) 'égalité
o900 g + 1000 Ol 15 = (02 570,0))
P (@)
L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (5.13) impliquent qu’il existe une constante
C > 0 telle que
”PZU(UaO)HLQ(Q) <C H/OUHLQ(Q)
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et

||p0(vvo)||L2(o,T;L2(w)) <C ||PU||L2(Q)-

5.3 Controle optimal ( Cas ou G = {0} )

On considére ’ensemble LZ(Q) = {w el’ (Q) tel que pw € LQ(Q)} , on
wote ()= (- 0Ny et - o=V ),
Pour tout v € L;(Q), on a vu que le probléme (5.1)(5.4) admet une solution
unique {y(v,0),6(v,0)}. Pour tout v € LZ(Q), on définit la fonction cott

pondérée

Ty () = |ly(v,0) = zally + Noll}

ol zq € LZ(Q) et N > 0.
Soit maintenant U”, est un sous-ensemble convexe fermé non vide de LZ(Q).

On associe au probléme (5.1)(5.4), le probléme de controle optimal suivant :

inf Jpe(v).

fueu;’d

5.3.1 Existence et Unicité

Théoréme 5.3 Il existe un unique u € U, tel que

Jg(u): inf Jpe(v).

Ueu(fd
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Démonstration - Comme U%, est non vide et que J9(v) > 0 Yo € UL,
inf, e Jf(v) existe, notons le d,,.

Soit (vp)nen C U, une suite minimisante i.e.
6 1
d, < J5(vn) <dp+ﬁ <d,+1.
Il existe une constante C' > 0 tel que
[onll, < C et |ly(vn, 0)]l, < C.

On en déduit qu'on peut extraire de (v,), et (y(vn,0)), deux suites, encore

notées de la méme facon, et qu’il existe (u, z) € U?, x LQ(Q) tels que
v, — u dans (L2 (Q), pd:cdt) faible,

y(v,,0) = z dans (LQ(Q), pdmdt) faible.

Montrons que z = y(u,0).
Comme y(v,,,0) veérifie (5.1)(5.4) pour un contréle v,, on a Vo € D(Q)

(Y(vn: 0) = Ay (v, 0),0) 120y = (Vn + O(v5, 0). 10, ) 12 - (5.14)

On a

et

Donc (5.14) devient

(y(vn,O),M) = <vn+9(vn,0).1w,%)
p P~ p

p2
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en passant a la limite on obtient
o — A
(z, #) _ (u 4 0(u,0).1,, %)
et la formule de Green donne
2 — Az =u+0(u,0).1,.

Comme u + 0(u,0).1, € L’(Q), les conditions aux limites et initiales ont bien

un sens et la continuité de ’application trace entraine

% — Az = u+0(u,0).1, dans @,
P = 0 sur 2,
2(0) = 0 dans 2

avec {u, 2} € U, x L' (Q) tel que
2(T) =0.

L’unicité de la solution donne le résultat.

5.3.2 Systéme d’optimalité

Théoréme 5.4 Le controle optimal u € U?, pour le probleme (5.1)(5.4) est
caractérisé par la donnée du triplet (u,y,p) € U°, x L' (Q) x L’(Q) solution de

0 9,

S-Ay = w00l —o = Ap = ply(u,0)— =] dans Q.
Y = 0, D = 0 sur X,
y(0) = 0, y(T) =0 dans 2

(5.15)
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et de l'inégalité variationnelle

(p+ p*Nu,v — w) 2+ (0, 0(v,0) = 0(u,0)) 2712,y = 0 Vv € Upy. (5.16)

Démonstration - Le controle optimal est caractérisé par la condition néces-
saire d’Euler

d
Ejg(u +A(v—u))ro >0 Yol

Ceci implique,
0 1 2 N 2
Jo(u+A(v —u)) = Slly(u, 0) + Ay(v =, 0) = zall, + o flu+ Alv = w3,

apres calcul, on obtient
0 000\ —
Jy(u+Av—wu)) = Jj(u) =

A2 , N2
Ay(u, 0) = za,y(v = w,0)), + S lly(v = w, 0)[; + Aw, v = u), + —

lo =l
et donc
(y(u,0) = z4,y(v — u,0)), + N(u,v —u), >0 Yo el (5.17)

On introduit Iétat adjoint p € L (Q) tel que

0
~5 —Ap = ply(,0) ~ 2] dans Q,

p = 0 sur ..

D’aprés l'inégalité (5.17),
op o
—— — Ap,y(v —u,0) + N(u,v—u), >0 Yvel,
ot 12(Q)

En utilisant la formule de Green,

(-2 - ape-00) = (n 2 Ao —wo)

ot 2@ ot
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(60): (0= 100020y~ (T 0= 0,0)(T), 0y + [ Foluo=,0))dor

[ ou)

Or y(v — u,0) est solution de

0
8_i_AZ = v—u+60(v—u/0).1, dans @,
z =0 sur 3,
200 =0 dans

et on a de plus

2(T) = 0.

Cela entraine I'inégalité variationnelle (5.16).

5.4 Controle sans regret (Cas ot G # {0})

5.4.1 Controle & moindres regrets

On suppose ici que G = LQ(Q). On cherche & résoudre le probléme relaxé

inf sup (JA(v.g) = JE(0,9) = vlgl2eq) (5.18)

’Ueuad geL (Q)

D’aprés le lemme (5.4), y(v, g) = y(v,0) +y(0, g) et 0(v, g) = 6(v,0) + 6(0, g),

ceci nous permet d’obtenir

(v, 9) = J5(0,9) = Jy(v,0) = J7(0,0) + 2 (y(v,0), (0, 9)),,-
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Proposition 5.1 On suppose que HPUHLQ(Q) < +00. On a l’égalité

2(4(0,0)00,9)), =2 (v = 25700 o>.1w,ﬁ<o,g>)L2( A0, 0)20
¢ (5.19)

Démonstration - On utilise pour cela la formulation variationnelle (5.7), on

a
{a(ﬁ(v,o>,ﬁ<o,g>> = ((#(0,9)),
a(p(0,9),p(v,0)) = {(p(v,0))
et en sommant ces deux égalités, on trouve
1 - o~ 1 _ _ _
2 <—2L p(v,0), L p(O,g)) =2 (v — —Qp(v,O).lw,p(O,g)> +(p(v,0),9) 20
P L*(@Q) P @)
Or, d’apreés (5.8)

(4(v,0),5(0,9)), = <%L*ﬁ(v, 0), L*ﬁ(O,g)) 12(0)

~ 1
Lemme 5.6 L’opérateur M : g+ p(0,g) & valeurs dans (L2(Q), —dxdt)
p

est linéaire continu sur L’ ().

Démonstration - Tout d’abord, montrons qu’il existe une constante C' > 0

telle que
1200, 9)O) 12 () < Cllgll 2 0y- (5.20)

D’apres (5.5),

15(0,9)(0)[132 ) < € a0, 9),5(0, 9)) = CLB(0, 9))
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or
dott (5.20).
L’inégalité (5.5) nous permet également d’obtenir

2

< C a(p(0,9),p(0,9)) = CLp(0, g)),

1 _
H— p(0,9)
p L*(Q)

et puisque
(@0, 9)) < llgll2ollP0, 9)(0) 12 (g
a l'aide de (5.20), on trouve qu’il existe C' > 0 tel que

2

H% p(0,9)

2@ < Cllgll 2 (q)

De la linéarité de I'application g — p(0, g), on en déduit sa continuité.

L’opérateur M admet alors un opérateur adjoint M* et on a

avec S Dopérateur linéaire continu sur L’ (Q) a valeurs dans L”(Q) tel que

ﬂ@zk[@—fm@®1)+ﬂum@.

Ainsi, le probléme (5.18), aprés 'utilisation de la formule de la polaire, équivaut
au probléme

inf J7(v) (5.22)

vede
ou

T (0) = J(v,0) - ﬁmo+—w

. 5.23
L*(@Q) ( )
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Proposition 5.2 Il existe un unique contréle a moindres regrets u, solution
de (5.22)-(5.23).

Démonstration - cf. Lemme 2.2

Théoréme 5.5 Le controle & moindres regrets u, € U, est caractérisé par
la donnée du quadruplet {uw,yv,gﬂ,,pw} e U’ x L*(Q) x V x L*(Q) solution

unique du systéeme

;

Ly, = u,+60(u,,0).1,, Lp, = y,— zd+57.1w dans @,

yy = 0, py =0 sur X,

y4(0) = 0, py(0) = 0 dans 2,

| »(T) =0, p,(T) = 0 dans €,
(5.24)

et de l'inégalité variationnelle

~ 1
(T*[va —0,.1,] + Np*u, + ;S*S(uv),v - u7> o >0 Yovel?, (5.25)
£2(Q

ol Yy = y(u’yao); Dy = p(u’yao); g’y = 9(“770); S

et T l’adjoint de 'opérateur

*

est l'adjoint de l'opérateur S

T: v~ L*p(v,0).

Démonstration - La condition nécessaire d’Euler-Lagrange satisfaite par u,

donne

(Yy = 2a, P°Y(V = s, 0)) o)+ N (PP, v — Uy) 2y
1
;(S(uw), S(v—uy))r2@) =0 Yo € Uy,

On introduit maintenant 0., = o(u,,0) € V solution unique du probléme

a(oy,q) = /(y7 — z4) qdxdt VqgelV,
Q
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et on définit I'état adjoint p, = p(u,,0) par

1 *
Dy = ; L¥o,.
5 1 5 . . .
En posant 6, = —— o, le couple (6, p,) est solution du probléme de contro-
p
labilité a zéro :

Lp, = y7—2d+§7.1w dans @,

D~y = 0 sur X,

p(0) =p,(T) = 0 dans

La condition d’Euler s’écrit alors :

L
(Lpy—6, .1y, p*y(v—1,,0) )20+ ( Np*u, + ;S S(uy) , v—=1uy )2 > 0.
On a par ailleurs
(Lp'y_av Lo, p2y(v—u7, O)>L2(Q) = (T* [va_ay '1w]7 U_U’Y)LQ(Q) Voue usd’

ou T™ est 'adjoint de I'opérateur linéaire continue

T: v L'p(v,0) de L2(Q) dans (L2(Q), p* dxdt) .

5.4.2 Caractérisation du controdle sans regret

On donne maintenant la systéme d’optimalité du controle sans regret.
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Théoréme 5.6 Le controle sans regret uw € UY, est caractérisé par la donnée

du quadruplet {u,y, 5, p} €U, x L2(Q) x V x L*(Q) solution unique du systéme

;

Ly = u+60(u0).1, Lp = y—zd—}-g.lw dans Q,

— 0, - 0 3,
Y P o (5.26)

y(0) = 0, p(0) = 0 dans €,

\ y(T) = 0, p(T) = 0 dans €,

et de ["inégalité variationnelle
(T*[Lp —0.1) + Np*u,v — u) vy 20 Vo EUL (5.27)
L

oty =y(u,0), p=rp(u,0), 0 =0(u,0), S* est l’adjoint de l'opérateur S et T*
l’adjoint de [’opérateur

T: v L*p(v,0).

Démonstration - Comme p, vérifie

%—pr = y7—2d+§7.1w dans @,

Dy = 0 sur X,
p,(0) =0 dans €,

(et vérifie également p. (1) = 0) et Hyy — 24+ 57 1y

< (), la régularité
LZ2(Q)
du probléme de I’équation de la chaleur entraine que

Opy

<
ot =G

Ly (0,T[H-1(Q))

HvaLi(]o,T[;Hé(Q)) + ‘

ou C' est une constante positive.

On peut donc extraire des suites (p,),, (6,), et (y,),, des sous-suites notées

~

de la méme fagon telles que :

py, — p faiblement dans L;(Q),

6, — 6 faiblement dans LZ(Q), (5.28)
y, — y faiblement dans L (Q),
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Et, puisqu’il existe C' > 0 tel que
H“vHLf,(Q) <C

alors on peut donc extraire de la suite (u,), une sous-suite notée de la méme
facon telle que

u, — wu faiblement dans U’ (5.29)

On obtient donc le résultat grace a la continuité de I’application

v — 6(v,0).
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Tout au long de cette thése et sauf mention explicite du contraire

QcCcR"
Q = 0x]0,T]|
oN=r
=T x10,T]|
wC
U

ad

peCQ x [0,T])

Q) = {w e L*(Q) tel que pw € L2(Q)}
Upg

H', H}, H™
0z
ov
Az = -

2
— ox;

ouvert
frontiére de 2

ouvert

convexe fermé non vide de L°(Q)

sous espace vectoriel fermé non vide de L’ ()
complété de G dans L’ (Q)

espace dual de F

produit scalaire de la dualité F', E
indicatrice sur w

convergence faible

poids

2 . 2
convexe fermé non vide de L (Q)

espaces de Sobolev

dérivée normale extérieure

laplacien de z
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Résumé : Cette thése est consacrée a 1’étude du controle de trois problémes
singuliers associés a I’équation de la chaleur. Pour le controle de chacun de ces
trois problémes, on propose la notion de contrdle sans regret.

Pour y parvenir, nous utilisons la méthode de régularisation et & la théorie
des systémes distribués a données manquantes. Nous présentons nos résultats

afin qu’ils soient applicables aux problémes linéaires de type parabolique.
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