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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objectifs

1.1.1 Problématique

Dans cette thèse, on s’intéresse au contrôle de trois systèmes distribués

singuliers associés à l’équation de la chaleur dans le cas où l’ensemble des

contrôles admissibles est un sous-ensemble convexe fermé non vide de l’espace

de Hilbert des contrôles.

Dans un premier temps, on étudie le contrôle de deux problèmes mal posés :

- l’équation de la chaleur rétrograde,

- un problème couplé.

On rappelle qu’un problème est dit mal posé s’il n’est pas résoluble pour des

données initiales quelconques, si sa solution n’est pas unique ou si l’on ne peut

choisir des normes pour les solutions et des normes pour les données initiales

susceptibles d’assurer la dépendance continue de la solution par rapport aux
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2 Introduction

données du problème.

Une des méthodes utilisée par J.L. Lions pour obtenir le système d’optimalité

singulier caractérisant le couple optimal est la méthode de pénalisation. Il

obtient ainsi un système d’optimalité approché qui converge en emmettant

une hypothèse de type Slater :

′′U
ad

est d’intérieur non vide′′.

Ne voulant pas utiliser ce type d’hypothèses, on propose une autre approche

introduite par J.L. Lions : la notion de contrôle sans regret.

Dans un deuxième temps, on étudie le contrôle d’un système à données man-

quantes contrôlé à zéro.

1.1.2 Problèmes modèles

On considère Ω un ouvert borné de Rn de frontière Γ deux fois continûment

différentiable de dimension (n− 1), Ω étant localement d’un seul côté de Γ (i.

e. on considère Ω variété à bord de classe C2, le bord étant Γ). Pour T > 0, on

note Q = Ω ×]0, T [ , Σ = Γ × ]0, T [ et U
ad

un sous-ensemble convexe fermé

non vide de L2
(Q).

L’équation de la chaleur rétrograde

L’étude de l’évolution de la chaleur 1 z dans le domaine Ω à l’instant t

connaissant la valeur de celle-ci à l’instant final est connu pour être le prototype

des problèmes mal posés (cf. [13]).

1. Energie élevant notamment la température
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Elle consiste à trouver l’état z ∈ L2
(Q) tel que

∂z

∂t
−∆z = v dans Q,

z = 0 sur Σ,

z(T ) = 0 dans Ω.

(1.1)

La variable de contrôle v ∈ U
ad

apparaît ici de manière distribuée dans Q mais

elle peut également apparaître de manière frontière, par l’intermédiaire des

conditions aux limites ou des conditions initiales.

On dit qu’un couple contrôle-état (v, z) ∈ U
ad
×L2

(Q) est admissible s’il vérifie

(1.1).

En supposant que l’ensemble des couples admissibles est non vide, on définit

la fonction coût

J(v, z) = ‖z − zd‖
2

L2 (Q)
+N‖v‖2

L2 (Q)
(1.2)

avec zd ∈ L
2
(Q) donné et N > 0.

Le contrôle optimal du système (1.1)-(1.2) consiste à trouver un couple contrôle-

état (u, y) ∈ U
ad
× L2

(Q) solution de

inf J(v, z) (v, z) admissible. (1.3)

On dit alors que (u, y) est un couple optimal. Il s’agit ensuite de caractériser

ce couple optimal.

Un problème couplé mal posé

Ce problème représente l’évolution de la chaleur par conduction 2 dans un

matériau donné. On obtiendrait simultanément la température z1 du domaine

Ω à l’instant T − t connaissant sa valeur à l’instant final T , ainsi que sa tem-

pérature z2 à l’instant t connaissant sa valeur à l’instant initial 0, et ce, en

2. Action de transmettre progressivement la chaleur
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n’importe quel point x de Ω. Ce problème mal posé, proposé par J. L. Lions

en 1985 dans [14], consiste à trouver l’état (z1, z2) ∈ L2
(Q) × L2

(Q) solution

de 

∂z1

∂t
+ ∆z1 − z2 = v1 dans Q,

∂z2

∂t
−∆z2 + z1 = v2 dans Q,

z1 = z2 = 0 sur Σ,

z1(0) = z2(0) = 0 dans Ω,

(1.4)

où le contrôle (v1, v2) ∈ U
ad
× U

ad
.

On dit que le couple contrôle-état ((v1, v2), (z1, z2)) ∈ (U
ad

)2 ×
(
L

2
(Q)
)2

est
admissible s’il vérifie le système (1.4). En supposant que l’ensemble des couples
admissibles est non vide, on définit la fonction coût

J (v, z) = ‖z1 − zd1
‖2

L2 (Q)
+ ‖z2 − zd2

‖2

L2 (Q)
+N

(
‖v1‖

2

L2 (Q)
+ ‖v2‖

2

L2 (Q)

)
(1.5)

avec v = (v1, v2), z = (z1, z2), (zd1
, zd2

) ∈ L2
(Q)× L2

(Q) et N > 0.

Le problème de contrôle optimal associé à (1.4) consiste à trouver un couple

contrôle-état ((u1, u2), (y1, y2)) ∈ (U
ad

)2 ×
(
L

2
(Q)
)2

solution du problème :

inf J (v, z) (v, z) admissible. (1.6)

Un système à données manquantes contrôlé à zéro

Soient ω un ouvert de Ω, 1ω l’indicatrice de ω et G un sous espace vectoriel

fermé non vide de L2
(Ω). On considère le problème de l’équation de la chaleur
∂y

∂t
−∆y = v + θ.1ω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = g dans Ω,

(1.7)

où v ∈ L2
(Q), θ ∈ L2

(0, T ;L
2
(ω)) et g ∈ G.

Les variables v, θ et g sont destinées à jouer des rôles différents que l’on va
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préciser en deux étapes.

Première étape : Contrôlabilité à zéro

Pour tout (v, g) fixé, la contrôlabilité à zéro du problème (1.7) consiste à trou-

ver θ ∈ L2
(0, T ;L

2
(ω)) tel que si y est solution de (1.7) alors

y(T ) = 0. (1.8)

Si l’ensemble des θ tel que (1.7) et (1.8) aient lieu est non vide, on sait, moyen-

nant un critére de sélection, en choisir un et un seul.

On note yθ la solution unique de (1.7)-(1.8).

On définit ainsi une application (v, g) 7−→ θ(v, g) de U
ad
×G dans L2

(0, T ;L
2
(ω))

tel que yθ = yθ(v, g) solution de (1.7) vérifie yθ(T ) = 0.

L’intérêt du problème de contrôlabilité à zéro est que si on considère une

"trajectoire" y solution de l’équation de la chaleur sans contrôle, c’est-à-dire

solution du problème du type
∂y

∂t
−∆y = v dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = g dans Ω

avec (v, g) ∈ L2
(Q)×G,

alors on peut trouver θ ∈ L2
(0, T ;L

2
(ω)) tel que la "trajectoire" y solution de

(1.7) rejoigne exactement la "trajectoire" y au temps T.

Deuxième étape : Contrôle sans regret

On considère ρ une fonction "poids" choisie convenablement et l’ensemble

L
2

ρ(Q) =
{
w ∈ L2

(Q) tel que ρw ∈ L2

(Q)
}
.

Pour (v, g) ∈ L2

ρ(Q)×G, on définit la fonction coût pondérée

Jρ(v, g) = ‖ρ[yθ(v, g)− zd]‖
2

L2 (Q)
+N‖ρv‖2

L2 (Q)
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et on s’intéresse au problème de contrôle :

inf
v∈Uρad

sup
g∈G

(Jρ(v, g)− Jρ(0, g)) ,

où Uρad est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L2

ρ(Q).

1.2 Présentation des résultats

Le chapitre 2 est consacré au contrôle des systèmes distribués de type ellip-

tique à données manquantes dans le cas où l’espace des contrôles admissibles

est U
ad
. Dans les chapitres suivants, on étudie le contrôle des problèmes mo-

dèles en utilisant les résultats du chapitre 2. Ainsi, pour chacun des problèmes

(1.1), (1.4) et (1.7)-(1.8), on s’applique à atteindre les objectifs suivants :

i. étudier l’existence et l’unicité du couple optimal,

ii. étudier des procédés d’approximation du couple optimal,

iii. trouver des conditions nécessaires et si possible suffisantes vérifiées par

le couple optimal,

en utilisant des outils faisant appel à :

• la méthode de régularisation elliptique,

• la notion de contrôle sans regret.



1.2 Présentation des résultats 7

Chapitre 2

Contrôle des systèmes distribués à données manquantes

Ce chapitre est consacré à la notion de contrôle sans regret pour les sys-

tèmes distribués à données manquantes introduite par J.L. Lions [16] et étudiée

par O. Nakoulima, A. Omrane et J. Velin [20].

Ces différents auteurs ont développé la notion dans le cas sans contraintes sur

le contrôle.

On généralise ici la notion de contrôle sans regret au cas où l’espace des

contrôles admissibles U
ad

est un sous-ensemble convexe fermé non vide de l’es-

pace de Hilbert des contrôles U .
On y rappelle les principales définitions et propriétés du contrôle sans regret

(ou de Pareto) et du contrôle à moindres regrets des systèmes distribués à don-

nées manquantes de type elliptique, puis on caractérise ces contrôles à l’aide

de systèmes d’optimalités.

On considère V un espace de Hilbert réel de dual V ′, A ∈ L(V ;V ′) un opérateur

différentiel elliptique modélisant un système distribué, U l’espace de Hilbert

des contrôles, G un sous espace vectoriel fermé non vide de l’espace de Hilbert

des incertitudes F et β ∈ L(F,V ′).
Pour f ∈ V ′, l’équation d’état relative au contrôle v ∈ U

ad
et à l’incertitude

g ∈ G est donnée par

Ay(v, g) = f + v + β g. (1.9)

En supposant que A est un isomorphisme de V dans V ′, le problème (2.1) est

bien posé dans V , il admet alors une unique solution notée y(v, g). Pour chaque

g ∈ G, on a ainsi un état possible, auquel on attache la fonction coût

J(v, g) =
∥∥∥ y(v, g)− zd

∥∥∥2

V
+N

∥∥∥v∥∥∥2

U
(1.10)
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où zd ∈ V fixé, N > 0 et
∥∥∥.∥∥∥

X
la norme sur l’espace de Hilbert réel X.

Si G = {0}, J(v, g) = J(v, 0) et un problème standard de contrôle du système

(2.1) est de chercher

inf
v∈U

ad

J(v, 0).

Si G 6= {0} (G espace de dimension infinie), le problème

inf
v∈U

ad

J(v, g) ∀g ∈ G

n’a pas de sens. J.L. Lions propose alors une notion pour donner un sens au

contrôle de (2.1) (2.2) : Le contrôle sans regret [16].

On démontre tout d’abord une caractérisation du contrôle à moindres regrets.

Théorème 1.1 Le contrôle à moindres regrets uγ, qu’on définit au chapitre 2,

est caracterisé par l’unique solution {yγ, ξγ, ργ, pγ} du système : Ayγ = f + uγ,

A ργ =
1

γ
ββ∗ξγ,

A∗ξγ = yγ − y(0, 0),

A∗pγ = yγ − zd + ργ
(1.11)

et l’inégalite variationnelle

〈pγ +Nuγ, v − uγ〉U×U ≥ 0 ∀v ∈ U
ad
. (1.12)

Le passage au système d’optimalité du contrôle sans regret dépendra de la

régularité du système d’optimalité du contrôle à moindres regrets.

Chapitre 3

Contrôle de l’équation de la chaleur rétrograde

Ce chapitre, consacré au contrôle de l’équation de la chaleur rétrograde,

s’appuie sur la notion de contrôle sans regret. On obtient tout d’abord le sys-

tème d’optimalité caractérisant le contrôle à moindres regrets pour le problème
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régularisé en ε et perturbé en γ. Et, en passant à la limite par rapport au pa-

ramètre de régularisation (ε −→ 0), nous déduisons le système d’optimalité

perturbé (dépendant uniquement de γ) caractérisant le contrôle à moindres

regrets.

La difficulté qui se pose à nous est d’obtenir le système d’optimalité caractéri-

sant le contrôle sans regret qui est la limite du système d’optimalité perturbé

( γ −→ 0).

Le point de vue proposé permet de s’affranchir de l’hypothèse de type Slater

du style
′′U

ad
est d’intérieur non vide′′.

Théorème 1.2 Le contrôle sans regret u du problème (1.1) est caractérisé par

l’unique {u, y, ρ, p, ξ} solution du système :
Ly = u, Lρ = 0, L∗p = y − zd + ρ, L∗ξ = y dans Q,

y = 0, ρ = 0, p = 0, ξ = 0, sur Σ,

y(0) = 0, ρ(0) = λ(0) dans Ω,

p(T ) = 0, ξ(T ) = 0 dans Ω,

et on a l’inégalité variationnelle

( p+Nu, v − u ) ≥ 0 ∀v ∈ U
ad

avec ∣∣∣∣∣∣ L =
∂

∂t
−∆ et L∗ = − ∂

∂t
−∆ son opérateur adjoint;

u, y, p, ρ, ξ ∈ L
2
(]0, T [;L

2
(Ω)), λ(0) ∈ L2

(Ω).
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Chapitre 4

Contrôle d’un problème couplé mal posé

Le chapitre 4 est consacré au contrôle d’un problème couplé mal posé associé

à l’équation de la chaleur.

Dans un premier temps, on s’assure que l’ensemble des couples admissibles de

ce problème est non vide. On reprend ensuite la méthode de pénalisation afin

de caractériser le couple optimal. On y parvient en emmettant une hypothèse

de type Slater.

Dans un second temps, on propose la notion de contrôle sans regret. Pour

ce faire, on applique la notion de contrôle à moindres regrets au problème

régularisé de type elliptique.

Théorème 1.3 Le contrôle sans regret u = lim
γ→0

uγ pour le problème couplé

(1.4) est caractérisé par l’unique solution {u, y, ξ, ρ, p} du problème

Ay = u, A∗ξ = y, Aργ = 0,

A∗p = y − zd + ρ dans Q,

y = 0, ξ = 0, ρ = 0, p = 0 sur Σ,

y2(0) = 0, ξ1(0) = 0, ρ2(0) = 0, p1(0) = 0,

y1(T ) = 0, ξ2(T ) = 0, ρ1(T ) = λ1(T ), p2(T ) = 0 dans Ω,

et de l’inégalité variationnelle

〈 p+Nu, v − u 〉
(L2

(Q))
2 ≥ 0 ∀v ∈ U

ad
× U

ad
.

De plus, on a les limites faibles suivantes :
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y = lim
γ→0

yγ , ξ = lim
γ→0

ξγ , ρ = lim
γ→0

ργ , p = lim
γ→0

pγ,

où

A =

 ∂

∂t
+ ∆ −Id

Id
∂

∂t
−∆

 ,

u, y, p, ρ, ξ ∈
(
L

2

(Q)
)2

et λ(T ) ∈ L2

(Ω)× L2

(Ω).

Chapitre 5

Un système à données manquantes contrôlé à zéro

Dans ce chapitre, on s’intèresse au contrôle d’un problème issu de la contrô-

labilité à zéro d’un système à données manquantes associé à l’équation de la

chaleur. Et on démontre les résultats suivants :

Cas où G = {0}

Théorème 1.4 Le contrôle optimal u ∈ Uρad pour le problème (5.1)(5.4) est

caractérisé par la donnée du triplet (u, y, p) ∈ Uρad×L
2
(Q)×L2

(Q) solution de
∂y

∂t
−∆y = u+ θ(u, 0).1ω, −

∂p

∂t
−∆p = ρ2[y(u, 0)− zd] dans Q,

y = 0, p = 0 sur Σ,

y(0) = 0, y(T ) = 0 dans Ω

(1.13)

et de l’inégalité variationnelle

(p+ ρ2Nu, v−u)L2 (Q) + (p, θ(v, 0)− θ(u, 0))L2 (0,T ;L2 (ω)) ≥ 0 ∀v ∈ Uρad. (1.14)
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Cas où G 6= {0}

Théorème 1.5 Le contrôle sans regret u ∈ Uρad du problème (1.7) est caracté-

risé par la donnée du quadruplet {u, y, θ̃, p} ∈ Uρad×L2(Q)×V ×L2(Q) solution

unique du système
Ly = u+ θ(u, 0).1ω, L p = y − zd + θ̃ .1ω dans Q,

y = 0, p = 0 sur Σ,

y(0) = 0, p(0) = 0 dans Ω,

y(T ) = 0, p(T ) = 0 dans Ω,

(1.15)

et de l’inégalité variationnelle(
T ∗[Lp− θ̃ .1ω] +Nρ2u, v − u

)
L2(Q)

≥ 0 ∀v ∈ Uρad (1.16)

où y = y(u, 0), p = p(u, 0), θ̃ = θ̃(u, 0), L =
∂

∂t
− ∆, S∗ est l’adjoint de

l’opérateur S (défini au chapitre 5) et T ∗ l’adjoint de l’opérateur

T : v 7→ L∗p̃(v, 0).







Chapitre 2

Contrôle des systèmes distribués à

données manquantes

Ce chapitre est consacré à la notion de contrôle sans regret pour les sys-

tèmes distribués à données manquantes introduite par J.L. Lions [16] et étudiée

par O. Nakoulima, A. Omrane et J. Velin [20].

Ces différents auteurs ont développé la notion dans le cas sans contraintes sur

le contrôle.

On généralise ici la notion de contrôle sans regret au cas où l’espace des

contrôles admissibles U
ad

est un sous-ensemble convexe fermé non vide de l’es-

pace de Hilbert des contrôles U .
On y rappelle les principales définitions et propriétés du contrôle sans regret

(ou de Pareto) et du contrôle à moindres regrets des systèmes distribués à don-

nées manquantes de type elliptique, puis on caractérise ces contrôles à l’aide

de systèmes d’optimalités.

15
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2.1 Position du problème

On considère V un espace de Hilbert réel de dual V ′, A ∈ L(V ;V ′) un

opérateur différentiel elliptique modélisant un système distribué, U l’espace de

Hilbert des contrôles, G un sous espace vectoriel fermé non vide de l’espace de

Hilbert des incertitudes F et β ∈ L(F,V ′).
Pour f ∈ V ′, l’équation d’état relative au contrôle v ∈ U

ad
et à l’incertitude

g ∈ G est donnée par

Ay(v, g) = f + v + β g. (2.1)

En supposant que A est un isomorphisme de V dans V ′, le problème (2.1) est

bien posé dans V , il admet alors une unique solution notée y(v, g). Pour chaque

g ∈ G, on a ainsi un état possible, auquel on attache la fonction coût

J(v, g) =
∥∥∥ y(v, g)− zd

∥∥∥2

V
+N

∥∥∥v∥∥∥2

U
(2.2)

où zd ∈ V fixé, N > 0 et
∥∥∥.∥∥∥

X
la norme sur l’espace de Hilbert réel X.

Si G = {0}, J(v, g) = J(v, 0) et un problème standard de contrôle du système

(2.1) est de chercher

inf
v∈U

ad

J(v, 0).

Si G 6= {0} (G espace de dimension infinie), le problème

inf
v∈U

ad

J(v, g) ∀g ∈ G

n’a pas de sens. J.L. Lions propose alors deux notions pour donner un sens

au contrôle de (2.1)(2.2) : Le contrôle de Pareto [15] et le contrôle sans regret

[16].

Remarque 2.1 Dans le problème (2.1), la variable g peut être considérée

comme une "perturbation" ou une "pollution". Les pollutions peuvent appa-
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raître dans les conditions initiales, dans les conditions aux limites ou dans le

second membre.

2.2 Définitions et Résultats préliminaires

On introduit ici pour les systèmes distribués à données manquantes de type

elliptique les notions de contrôle de Pareto, de contrôle sans regret relatif à un

contrôle donné u0 et de contrôle à moindres regrets dont on donne les premières

propriétés.

Définition 2.1 ( Le contrôle de Pareto )

1) On dit que u ∈ U
ad

est un contrôle de Pareto pour (2.1)(2.2) s’il n’existe

pas de contrôle v ∈ U
ad

tel que J(v, g) ≤ J(u, g) ∀g ∈ G, avec inégalité stricte

pour au moins un g0 ∈ G.

2) On dit qu’un contrôle de Pareto u ∈ U
ad

est relatif à un contrôle u0 ∈ Uad si

J(u, g) ≤ J(u0, g) ∀g ∈ G. (2.3)

Définition 2.2 ( Le contrôle sans regret )

On dit que u ∈ U
ad

est un contrôle sans regret relatif à u0 ∈ Uad pour (2.1)(2.2)
si u est solution du problème

inf
v∈U

ad

sup
g∈G

(J(v, g)− J(u0, g)) . (2.4)

Lorsque u0 = 0, la définition 2.2 coïncide avec celle du contrôle sans regret

défini par J. L. Lions dans [16].
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Remarque 2.2 Pour tout (u0, v) ∈ U
ad
× U

ad

J(v, g)− J(u0, g) = J(v, 0)− J(u0, 0) + 2〈S(v − u0), g〉
G′,G

∀g ∈ G (2.5)

où S est un opérateur linéaire défini de la façon suivante :

A partir de ξ(v) ∈ V défini par

A∗ξ(v) = y(v, 0)− y(0, 0),

on pose S(v) = β∗ ξ(v).

Remarque 2.3 Bien entendu le problème (2.4) est défini uniquement pour

les contrôles v ∈ U
ad

tel que

sup
g∈G

(J(v, g)− J(u0, g)) <∞.

De l’égalité (2.5), on montre que ceci est vérifié pour les contrôles v tels que

v ∈ K + {u0} où K = {w ∈ U
ad
, 〈S(w), g 〉 = 0 ∀g ∈ G} .

Lemme 2.1 (Cf. J. L. Lions [15]) Pour tout u0 ∈ Uad, il existe un unique

contrôle de Pareto relatif à u0. De plus, c’est l’unique élément de l’ensemble

K + {u0} qui minimise la fonctionnelle J(v, 0) sur K + {u0}.

Théorème 2.1 Pour tout u0 ∈ Uad, un contrôle est un contrôle de Pareto

relatif à u0 si et seulement si u est un contrôle sans regret relatif à u0.

2.3 Contrôle à moindres regrets

On relaxe le problème (2.3) en s’intéressant aux contrôles uγ tels que

J(uγ, g) ≤ J(u0, g) + γ‖g‖2
G

(2.6)
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où γ > 0. Ce problème perturbé revient au problème

inf
v∈U

ad

sup
g∈G

[
J(v, g)− J(u0, g)− γ‖g‖2

G

]
. (2.7)

Grâce à (2.5), ce problème équivaut à

inf
v∈U

ad

[
J(v, 0)− J(u0, 0) + sup

g∈G

(
〈2S(v − u0), g〉 − γ‖g‖2

G

)]
.

Par définition de la polaire d’une forme linéaire (cf.[1]), si donc, on identifie

G à son dual G′, le problème perturbé (2.7) peut s’écrire sous la forme d’un

problème de contrôle classique avec une fonction coût quadratique :

inf
v∈U

ad

J γ(v) (2.8)

où

J γ(v) = J(v, 0)− J(u0, 0) +
1

γ

∥∥∥S(v − u0)
∥∥∥2

G

. (2.9)

Lemme 2.2 Le problème perturbé (2.8)(2.9) admet une unique solution uγ ∈
U
ad

qu’on définit comme étant le contrôle à moindres regrets.

Remarque 2.4 (Cf. J. L. Lions [17]) Avec le "contrôle à moindres regrets",

nous faisons un choix de contrôles v qui font "au moins aussi bien" que de choi-

sir un contrôle u0. Un tel choix de v est alors donné par (2.7).

Remarque 2.5 Contrairement au contrôle de Pareto, le contrôle sans regret

permet de considérer la notion de contrôle à moindres regrets que l’on inter-

prète comme une approximation du contrôle sans regret.

Théorème 2.2 Le contrôle à moindres regrets uγ converge faiblement dans

U
ad

vers l’unique contrôle sans regret u relatif à u0.
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Démonstration - Par définition, le contrôle à moindres regrets uγ vérifie

J(uγ, 0)−J(u0, 0)+
1

γ

∥∥∥S(uγ−u0)
∥∥∥2

G

≤ J(v, 0)−J(u0, 0)+
1

γ

∥∥∥S(v−u0)
∥∥∥2

G

∀v ∈ U
ad
.

En particulier si v = u0, on a

J(uγ, 0)− J(u0, 0) +
1

γ

∥∥∥S(uγ − u0)
∥∥∥2

G

≤ 0,

d’où ∥∥∥y(uγ, 0)− zd
∥∥∥2

V
+N

∥∥∥uγ∥∥∥2

U
+

1

γ

∥∥∥S(uγ − u0)
∥∥∥2

G
≤ J(u0, 0). (2.10)

On en déduit qu’il existe une constante C > 0 telle que ‖uγ‖U ≤ C. On

peut donc extraire de (uγ)γ une suite, notée de la même façon qui converge

faiblement vers u ∈ U
ad

solution de (2.8).

Pour tout v ∈ U
ad
,

J(v, g)− J(u0, g)− γ‖g‖2 ≤ J(v, g)− J(u0, g) ∀g ∈ G

alors

J(uγ, g)− J(u0, g)− γ‖g‖2 ≤ sup
g∈G

(J(v, g)− J(u0, g)) ∀g ∈ G

et en passant à la limite, on obtient

J(u, g)− J(u0, g) ≤ sup
g∈G

(J(v, g)− J(u0, g)) ∀g ∈ G.

Par conséquent, u est le contrôle sans regret relatif à u0.
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Caractérisation du contrôle à moindres regrets

Théorème 2.3 Le contrôle à moindres regrets uγ solution de (2.8)-(2.9) est

caracterisé par l’unique solution {yγ, ξγ, ργ, pγ} du système : Ayγ = f + uγ,

A ργ =
1

γ
ββ∗ξγ,

A∗ξγ = yγ − y(0, 0),

A∗pγ = yγ − zd + ργ
(2.11)

et l’inégalite variationnelle

〈pγ +Nuγ, v − uγ〉U×U ≥ 0 ∀v ∈ U
ad
. (2.12)

Démonstration - La condition nécessaire d’Euler-Lagrange appliquée à J γ

implique pour tout v ∈ U
ad

〈y(uγ, 0)− zd,y(v − uγ, 0)− y(0, 0)〉V×V

+ 〈Nuγ, v − uγ〉U×U + 2

〈
1

γ
S(uγ), S(v − uγ)

〉
G×G

≥ 0.
(2.13)

On note maintenant yγ = y(uγ, 0), ξγ = ξ(uγ) et S(uγ) = β∗ξγ. On a par

définition

A∗ξγ = yγ − y(0, 0).

Puis, en considérant ργ = ρ(uγ) solution de Aργ =
1

γ
ββ∗ξγ, on montre que〈

1

γ
S(uγ), S(v − uγ)

〉
G×G

= 〈ργ, y(v − uγ, 0)− y(0, 0)〉V×V .

On introduit maintenant l’état adjoint pγ = p(uγ, 0) défini par

A∗pγ = yγ − zd + ργ,

ce qui implique

〈pγ +Nuγ, v − uγ〉U×U ≥ 0 ∀v ∈ U
ad
.

On trouve donc le système d’optimalité cherché.
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2.4 Système d’optimalité "singulier" du contrôle

sans regret

Soient G̃ le complété de G dans F , ρ ∈ V la solution du problème

Aρ = β g, g ∈ G

et σ ∈ V solution de

A∗σ = ρ.

On définit R l’opérateur tel que R g = σ.

En émettant l’hypothèse

" Il existe une constante C > 0 telle que
∥∥∥R g∥∥∥

G̃

≥ C
∥∥∥g∥∥∥

G

∀g ∈ G ",

qui est d’ailleurs restrictive en théorie mais qui n’est pas nécessaire dans la

pratique, O. Nakoulima, A. Omrane et J. Velin obtiennent le système d’op-

timalité du contrôle sans regret pour le problème (2.1) lorsque l’espace des

contrôles admissibles est U tout entier. Ce système d’optimalité singulier est

de la forme

{
Ay = f + u,

A ρ = λ,

A∗p = y − zd + ρ,

p+Nu = 0,

avec λ ∈ G̃.

En ce qui nous concerne, dans le cas de U
ad
6= U , on ne peut trouver le système

d’optimalité du contrôle sans regret pour le problème (2.1). Cela est dû à

l’inégalité variationnelle

〈pγ +Nuγ, v − uγ〉U×U ≥ 0 ∀v ∈ U
ad

qui ne permet pas de dégager une estimation à priori sur pγ, contrairement au

cas de U où cette inégalité devient une égalité. Pour débloquer la situation,
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il suffit d’adjoindre une hypothèse de type Slater. Or, justement on veut s’af-

franchir de ce type d’hypothèses.

Comme on le verra dans les chapitres suivants, dans certains cas, on peut

trouver le système d’optimalité du contrôle sans regret lorsque la régularité du

problème (2.11)-(2.12) est suffisante.





Chapitre 3

Contrôle de l’équation de la

chaleur rétrograde

Ce chapitre, consacré au contrôle de l’équation de la chaleur rétrograde

associé à l’équation de la chaleur, s’appuie sur la notion de contrôle sans re-

gret. On obtient tout d’abord le système d’optimalité caractérisant le contrôle

à moindres regrets pour le problème régularisé en ε et perturbé en γ. Et, en

passant à la limite par rapport au paramètre de régularisation (ε −→ 0), nous

déduisons le système d’optimalité perturbé (dépendant uniquement de γ) ca-

ractérisant le contrôle à moindres regrets.

La difficulté qui se pose à nous est d’obtenir le système d’optimalité caractéri-

sant le contrôle sans regret qui est la limite du système d’optimalité perturbé

( γ −→ 0).

Le point de vue proposé permet de s’affranchir de l’hypothèse de type Slater

du style

′′U
ad

est d’intérieur non vide′′.

25
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3.1 Position du problème

3.1.1 L’équation de la chaleur rétrograde

Le problème étudié ici consiste à trouver z ∈ L2
(Q) tel que

∂z

∂t
−∆z = v dans Q, (3.1)

z = 0 sur Σ, (3.2)

z(T ) = 0 dans Ω, (3.3)

avec v ∈ L2
(Q).

Lemme 3.1 Toute solution z de l’équation de la chaleur est presque partout

égale à une fonction continue de [0, T ] dans H−1(Ω). De plus, on a

z|
Σ
∈ H−1

(
]0, T [;H−

1
2 (Γ)

)
. (3.4)

Démonstration - Montrons que

∂z

∂t
∈ L2 (

]0, T [;H−2(Ω)
)
. (3.5)

Soit 〈 . , . 〉 le produit scalaire dans la dualité L2
(]0, T [;H−2(Ω)), L

2
(]0, T [;H2

0 (Ω)).

Comme l’opérateur laplacien ∆ est linéaire continu de L2
(Ω) dans H−2(Ω), à

l’aide de l’équation d’état (3.1), pour tout ϕ ∈ L2
(]0, T [;H2

0 (Ω)) on a∣∣∣∣〈∂z∂t , ϕ
〉∣∣∣∣ = |〈v + ∆z, ϕ〉| ≤ C‖ϕ‖L2 (]0,T [;H2

0 (Ω)),

d’où ∥∥∥∥∂z∂t
∥∥∥∥
L2 (]0,T [;H−2(Ω))

= sup
‖ϕ‖

L
2

(]0,T [;H2
0(Ω))

≤1

∣∣∣∣〈∂z∂t , ϕ
〉∣∣∣∣ ≤ C.
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On a bien (3.5). En résumé∣∣∣∣∣∣
z ∈ L

2
(]0, T [;L

2
(Ω)) ⊂ L

2
(]0, T [;H−1(Ω)),

∂z

∂t
∈ L

2
(]0, T [;H−2(Ω)).

Par conséquent, après modifications éventuelles dans un ensemble de mesure

nulle, on en déduit que l’application t 7−→ z(t) est presque partout égale à une

fonction continue de [0, T ] dans H−1(Ω).

Puisque z ∈ L2
(]0, T [;L

2
(Ω)), le théorème des traces donne z|

Σ
∈ L2

(]0, T [;H−
1
2 (Γ))

qui est inclus dans H−1(]0, T [;H−
1
2 (Γ)).

D’après le lemme 3.1, la condition aux limites (3.2) ( comme égalité dans

H−1(Ω) ) et la donnée finale (3.3) ont bien un sens.

Remarque 3.1 Ce problème n’admet pas de solution pour des données ini-

tiales quelconques. En effet, voici un contre-exemple : Pour n = 1, Ω =]0, π[,

T = 1 et v = v(x, t) donné par

v(x, t) =

√
2

π

∑
m≥1

sinmx

m2
.

Il devient : trouver z ∈ L2
(]0, 1[;L

2
(]0, π[)) tel que

∂z

∂t
(x, t)− ∂2z

∂x2
(x, t) =

√
2

π

∑ sinmx

m2
dans ]0, π[×]0, 1[,

z(0, t) = z(π, t) = 0 dans ]0, 1[,

z(x, 1) = 0 dans ]0, π[.

(3.6)

On remarque que v appartient bien à L2
(]0, 1[;L

2
(]0, π[)), comme somme d’une

série de fonctions continues convergeant normalement.
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Etant donné que la solution éventuelle z de (3.6) est telle que l’application

x 7−→ z(x, t) ∈ L2
(]0, π[), on cherche une solution sous la forme

z(x, t) =
∑
m≥1

zm(t)wm(x) (3.7)

où wm(x) =

√
2

π
sinmx pour m ≥ 1, est un vecteur propre pour l’opérateur

− ∂2

∂x2
relativement à la valeur propre m2. On sait que la famille (wm)m≥1 est

une base orthonormée de L2
(]0, π[).

On remplace (3.7) dans (3.6), on obtient
dzm
dt

(t) +m2zm(t) =
1

m2
dans ]0, 1[,

zm(1) = 0,

d’où

zm(t) =
1

m2

∫ t

1

em
2(s−t)ds =

1

m4

(
1− em2(1−t)

)
.

Pour tout t ∈ [0, 1[, on a

‖z‖2
L2 (]0,π[)

=

∥∥∥∥∥∑
m≥1

1

m4

(
1− em2(1−t)

)
wm(x)

∥∥∥∥∥
2

L2 (]0,π[)

=
∑
m≥1

∣∣∣∣ 1

m4

(
1− em2(1−t)

)∣∣∣∣2 .
Or, pour tout t ∈ [0, 1[

lim
m→+∞

∣∣∣∣ 1

m4

(
1− em2(1−t)

)∣∣∣∣2 = +∞,

donc la série diverge et la solution z du problème (3.6) n’existe pas.

Lemme 3.2 Le problème (3.1)(3.2)(3.3) admet une solution unique pour un

ensemble de fonctions v dense dans L2
(Q).
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Démonstration - Soit l’ensemble

E =
{
w ∈ L2

(Ω) tel que −∆w = λw et w = 0 sur Γ
}
. (3.8)

On note V ectE le sous-espace des combinaisons linéaires d’éléments de E. On

sait que V ectE, dense dans L2
(Ω), est aussi l’ensemble des sommes finies de

vecteurs propres de l’opérateur −∆.

Montrons que le problème (3.1)(3.2)(3.3) admet une solution unique lorsque v

appartient au produit tensoriel L2
(]0, T [)⊗ V ectE qui est dense dans L2

(Q).

Soit v ∈ L2
(]0, T [)⊗V ectE, il existe alors g ∈ L2

(]0, T [) et (wi)1≤i≤N ⊂ V ectE

tel que

v(x, t) = g(t)
N∑
i=1

wi(x).

On cherche alors z de la forme

z(x, t) =
N∑
i=1

ζi(t)wi(x);

pour j=1,...,N ceci implique que ζj est solution du problème
∂ζj
∂t

+ λjζj = g dans ]0, T [,

ζj(0) = 0,

où λj est la valeur propre associée à wj.

Ce qui définit bien ζj de façon unique.

Remarque 3.2 La structure du problème (3.1)(3.2)(3.3) montre que les états

appartiennent plus précisément à l’ensemble

F =

{
ϕ ∈ L2

(Q) tel que
∂ϕ

∂t
−∆ϕ ∈ L2

(Q), ϕ(T ) = 0 dans Ω et ϕ = 0 sur Σ

}
.

(3.9)
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Définition 3.1 On dit qu’un couple (v, z) est admissible si∣∣∣∣∣ v ∈ Uad ,z ∈ L2
(Q) vérifiant le problème (3.1)(3.2)(3.3).

On note Xad l’ensemble des couples admissibles.

Remarque 3.3 Il faut que Xad ne soit pas vide. Or si U
ad

= {v0}, v0 étant

tel que le problème (3.1)(3.2)(3.3) n’admette pas de solution dans L2
(Q), alors

Xad est vide.

On est donc amené à supposer dans toute la suite que Xad est non vide. C’est

par exemple le cas si on fait l’hypothèse de type Slater

′′ U
ad

est d’intérieur non vide ′′. (3.10)

En effet, on a le résultat suivant :

Théorème 3.1 On suppose (3.10). Alors l’ensemble des couples admissibles

Xad est non vide.

Démonstration - Puisque l’intérieur de U
ad

est non vide, la densité du

produit tensoriel L2
(]0, T [) ⊗ E dans L2

(Q) implique qu’il existe un élément

de L2
(]0, T [)⊗ E à l’intérieur de U

ad
. On conclut par le lemme 3.2.

3.1.2 Contrôle optimal

Dans toute la suite, sauf mention contraire, on suppose que Xad est non

vide (l’hypothèse de type Slater (3.10) a lieu). On définit alors un coût par la
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fonction définie par :

J(v, z) = ‖z − zd‖2
L2 (Q)

+N‖v‖2

L2 (Q)
. (3.11)

avec zd ∈ L
2
(Q) donné et N > 0.

On s’intéresse au problème de contrôle optimal

J(u, y) = inf
(v,z) ∈ Xad

J(v, z). (3.12)

On montre tout d’abord le théorème suivant :

Théorème 3.2 Le problème de contrôle optimal (3.12) admet une unique so-

lution (u, y) appelée couple optimal.

Démonstration - L’ensemble des couples admissibles étant non vide et J :

L
2
(Q) × L2

(Q) −→ R étant une fonction semi-continue inférieurement, stric-

tement convexe, coercive alors il existe un unique couple admissible (u, y) so-

lution du problème (3.12).

Remarque 3.4 En utilisant la condition d’optimalité d’Euler

d

dλ
J(u+ λ(v − u), y + λ(z − y))|λ=0

≥ 0 ∀(v, z) ∈ Xad,

le couple optimal (u, y) est caracterisé par

(y − zd, z − y)L2 (Q) +N(u, v − u)L2 (Q) ≥ 0 ∀(v, z) ∈ Xad.

Notre objectif est maintenant de trouver un système d’optimalité découplé

caractérisant (u, y). Une méthode classique en la matière est la méthode de
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pénalisation de Lions qui consiste à approcher (u, y) par un problème pénalisé.

Plus précisément, pour ε > 0, on définit alors la fonction coût pénalisée

Jε(v, z) = J(v, z) +
1

ε
‖∂z
∂t
−∆z − v‖2

L
2

(Q)

.

Le couple optimal (uε, yε), inhérent à cette nouvelle fonction coût, converge

vers (u, y).

On a donc un procédé d’approximation théorique du couple optimal (u, y). A

l’aide des conditions d’Euler du premier ordre satistifaite par (uε, yε),

d

dt
Jε(uε, yε + t(z − yε))|t=0 = 0 ∀z ∈ F (3.13)

et
d

dt
Jε(uε + t(v − uε), yε)|t=0 ≥ 0 ∀v ∈ U

ad
, (3.14)

un système d’ optimalité approché est obtenu après avoir introduit l’état ad-

joint approché

pε = −1

ε
(
∂yε
∂t
−∆yε − uε).

Le point essentiel est l’utilisation de la méthode des estimations a priori 1 nous

permettant de passer à la limite. Cela est possible en faisant l’hypothèse de

type Slater (3.10).

Lemme 3.3 (Cf. J.L. Lions [13]) Il existe une constante C > 0 telle que

‖pε‖L2 (Q) ≤ C. (3.15)

En faisant tendre ε vers 0, on trouve alors un système d’optimalité singulier

(S.O.S.) caractérisant le couple optimal (u, y).

1. Elle consiste à borner pε dans L
2

(Q).
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Théorème 3.3 (Cf. J.L. Lions [13]) Le couple optimal (u, y) ∈ U
ad
×L2

(Q)

du problème (3.1)(3.2)(3.3) est caractérisé par le triplet (u, y, p) ∈ U
ad
×L2

(Q)×
L

2
(Q) solution de

∂y

∂t
−∆y = u, −∂p

∂t
−∆p = y − zd dans Q,

y(x, T ) = 0, p(x, 0) = 0 dans Ω,

y = 0, p = 0 sur Σ

(3.16)

et on a l’inégalité variationnelle

(p+Nu, v − u)L2 (Q) ≥ 0 ∀v ∈ U
ad
. (3.17)

Remarque 3.5 On peut obtenir une estimation a priori moins forte que (3.15)

sur pε sans aucune hypothèse sur U
ad
.

En effet, montrons à l’aide d’un raisonnement par l’absurde, que pour tout

compact K de Q il existe une constante strictement positive C telle que

‖pε‖L2 (K) ≤ C.

Supposons que

lim
ε−→0
‖pε‖L2 (K) = +∞.

On pose qε =
pε

‖pε‖L2 (K)

, on a bien sûr

‖qε‖L2 (K) = 1 (3.18)

et d’après l’égalité (4.11) et la formule de Green,
−∂qε
∂t
−∆qε =

yε − zd
‖pε‖L2 (K)

dans Q,

qε(x, 0) = 0 dans Ω,

qε = 0 sur Σ,

(3.19)
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or

lim
ε−→0

yε − zd
‖pε‖L2 (K)

= 0 dans L
2

(Q).

Mais d’après la régularite locale des solutions de l’équation de la chaleur, il

résulte de (3.19) que, pour tout ouvert O avec O ⊂ Q,

lim
ε−→0
‖qε‖H2,1(O) = 0. (3.20)

En prenant K ⊂ O et en notant que l’injection de H2,1(O) dans L2
(O) est

compacte on a

lim
ε−→0
‖qε‖L2 (O) = 0,

d’où la contradiction avec (3.18).

Remarque 3.6 Dans le cas où Uad = L
2
(Q) (sans contraintes), sans faire ap-

pel au contrôle optimal, on peut trouver une démonstration directe de l’exis-

tence et l’unicité de la solution du problème (3.16)(3.17) :

Tout d’abord, il faut remarquer que l’inégalité variationnelle (3.17) équivaut à

p+Nu = 0. (3.21)

En munissant

F =

{
ϕ ∈ L2

(Q) tel que
∂ϕ

∂t
−∆ϕ ∈ L2

(Q), ϕ(T ) = 0 et ϕ|
Σ

= 0

}
de la norme du graphe de l’opérateur

∂

∂t
−∆

‖ϕ‖F =

(
|ϕ|2

L2 (Q)
+

∣∣∣∣∂ϕ∂t −∆ϕ

∣∣∣∣2
L2 (Q)

) 1
2

,

F est un espace de Hilbert.

On multiplie l’équation d’état du problème adjoint par −∂ϕ
∂t

+ ∆ϕ(
−∂p
∂t
−∆p,

∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
L2 (Q)

=

(
∂y

∂t
−∆y, ϕ

)
L2 (Q)

+

(
zd,

∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
L2 (Q)

,
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ce qui implique, en utilisant l’équation d’état vérifiée par le couple optimal et

l’égalité (3.21),(
∂p

∂t
−∆p,

∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
L2 (Q)

= − 1

N
(p, ϕ)L2 (Q)+

(
zd,

∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
L2 (Q)

. (3.22)

On considère la forme bilinéaire a sur F×F et la forme linéaire ` sur F définies

par :

a(p, ϕ) =

(
∂p

∂t
−∆p,

∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
L2 (Q)

+
1

N
(p, ϕ)L2

(Q)

et

`(ϕ) =

(
zd,

∂ϕ

∂t
−∆ϕ

)
L2 (Q)

.

L’équation (3.22) est alors équivalente au problème

a(p, ϕ) = `(ϕ) ∀ϕ ∈ F ,

qui, d’après le théorème de Lax-Milgram, admet une unique solution p ∈ F .
Une fois que l’adjoint p est connu, l’état y est donné par

y = zd −
∂p

∂t
+ ∆p.

3.1.3 Orientation

Dans le cadre du contrôle optimal classique, nous venons de voir que la

condition de Slater,
′′U

ad
d’intérieur non vide′′, (3.23)

permet de trouver des estimations a priori sur l’état adjoint approché pε. De

ces estimations, on déduit alors l’existence et l’unicité de l’état adjoint p, d’où

le système d’optimalité caractérisant le couple optimal pour ce problème mal

posé associé à l’équation de la chaleur.
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Cela dit, dans de nombreuses applications la condition de Slater n’est pas

vérifiée. C’est par exemple le cas si :

U
ad

=
(
L

2

(Q)
)+

=
{
v ∈ L2

(Q) ; v ≥ 0
}
,

qui est d’intérieur vide. Il peut être donc "utile" de traiter autre chôse qui

n’utilise pas la condition de Slater.

On renonce donc au contrôle standard et on propose ici une autre notion qui

nous semble indiquée pour ce problème mal posé associé à l’équation de la

chaleur, c’est l’objet du chapitre 3.

3.2 Contrôle à moindres regrets

Dans cette section, on reprend le problème mal posé associé à l’équation

de la chaleur étudié que l’on régularise par un problème elliptique à données

manquantes auquel on applique la notion de contrôle à moindres regrets.

3.2.1 Régularisation elliptique

Cette méthode consiste à "approcher" les équations d’évolution parabo-

liques par des équations elliptiques en ajoutant une (des) condition(s) aux

limites convenable(s). Plus précisément, on obtient le régularisé elliptique en

ajoutant à
∂

∂t
− ∆ l’opérateur −ε ∂

2

∂t2
, l’opérateur obtenu est bien elliptique.

Mais, il manque une condition initiale dont on ne connaît pas la valeur, d’où

l’introduction de cette condition ayant pour valeur l’incertitude g.
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Le régularisé elliptique obtenu est donc

−ε∂
2
yε

∂t2
+
∂yε
∂t
−∆yε = v dans Q,

yε = 0 sur Σ,

yε(T ) = 0 dans Ω,

yε(0) = g dans Ω,

(3.24)

où g ∈ G, G sous-espace vectoriel fermé non vide de L2
(Ω) et ε > 0 étant

destiné à tendre vers 0.

On va montrer maintenant le résultat :

Théorème 3.4 Pour tout ε > 0, le régularisé elliptique (3.1)-(3.3) admet une

unique solution yε.

Démonstration - Soit l’espace

H =
{
ϕ ∈ H1(Q) tel que ϕ(T ) = 0 dans Ω et ϕ|Σ = 0

}
et ỹ ∈ H tel que {

ỹ(x, t) = 0 dans Ω×]0, T ],

ỹ(x, 0) = g dans Ω.

On considère wε tel que

wε = yε − ỹ dans Q, (3.25)

on a 

−ε∂
2
wε
∂t2

+
∂wε
∂t
−∆wε = v dans Q,

wε = 0 sur Σ,

wε(T ) = 0 dans Ω,

wε(0) = 0 dans Ω.
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En multipliant l’équation d’état vérifiée par wε par une fonction test z ∈ D(Q),

en intégrant sur Q et en utilisant la formule de Green, on a par densité

aε(wε, z) = `(z) ∀z ∈ H1
0 (Q) (3.26)

avec

aε(wε, z) = ε

(
∂wε
∂t

,
∂z

∂t

)
L2 (Q)

+

(
∂wε
∂t

, z

)
L2 (Q)

+ (∇wε,∇z)L2 (Q)

et

`(z) = (v, z)L2 (Q).

On obtient l’existence et l’unicité de wε en appliquant le théorème de Lax-

Milgram dans H1
0 (Q) qui est un espace de Hilbert muni de la semi-norme de

H1
0 (Q). Ceci impliquera donc l’existence et l’unicité de wε solution de (3.1)-

(3.3).

Il ne reste plus qu’à vérifier les hypothèses d’utilisation de ce théorème.

Il est évident que aε(., .) est bien une forme bilinéaire, continue, coercive sur

H1
0 (Q) et que `(.) est une forme linéaire continue sur H1

0 (Q).

Donc yε = wε + ỹ existe et est unique.

On a les estimations a priori

Théorème 3.5 Pour tout ε > 0 et η > 0, il existe deux constantes C > 0 et

Cη > 0 telles que

ε

∥∥∥∥∂yε∂t
∥∥∥∥
L2 (Q)

+ ‖yε‖L2 (Q) ≤ C, (3.27)∥∥∥∥∂yε∂t
∥∥∥∥
L2 (]0,T−η[;L2 (Ω))

≤ Cη. (3.28)



3.2. Contrôle à moindres regrets 39

Démonstration - On utilise de nouveau wε défini par (3.25), on a(
−ε∂

2
wε
∂t2

+
∂wε
∂t
−∆wε, wε

)
L2 (Q)

= (v, wε)L2 (Q) ,

à l’aide de la formule de Green et de l’inégalité de Cauchy-Schwarz

ε

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥2

L2 (Q)

+
1

2

∫ T

0

d

dt

(
‖wε‖2

L2 (Ω)

)
dt+ ‖∇wε‖2

L2 (Q) ≤ ‖v‖L2
(Q)‖wε‖L2 (Q).

Et d’après l’inégalité de Poincaré, il existe une constante k > 0 telle que(
ε

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥
L2 (Q)

+ ‖wε‖L2 (Q)

)
‖wε‖L2 (Q) ≤ k‖v‖L2 (Q)‖wε‖L2 (Q),

d’où, il existe une constante C > 0 telle que

ε

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥
L2 (Q)

+ ‖wε‖L2 (Q) ≤ C. (3.29)

Or yε = wε + ỹ, l’inégalité triangulaire entraîne (3.27).

On part de l’équation −ε∂
2
wε
∂t2

+
∂wε
∂t

= v + ∆wε et on note gε = v + ∆wε.

D’après (3.29), gε demeure dans un borné de L2
(Q).

On introduit une fonction ϕ ∈ C1([0, T ]) telle que ϕ(0) = 1 et ϕ(T ) = 0, puis

on multiplie

−ε∂
2
wε
∂t2

+
∂wε
∂t

= gε

par ϕ
∂wε
∂t

et on intègre dans Q. Il vient

−ε
2

∫ T

0

ϕ
d

dt

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt+

∫ T

0

ϕ

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt =

∫ T

0

ϕ

(
gε,

∂wε
∂t

)
L2 (Ω)

dt.

(3.30)

On a∫ T

0

ϕ
d

dt

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt = −
∥∥∥∥∂wε∂t

(0)

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

−
∫ T

0

dϕ

dt

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt,
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d’où

ε

2

∥∥∥∥∂wε∂t (0)

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

+
ε

2

∫ T

0

dϕ

dt

∥∥∥∥∂wε∂t
∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt+

∫ T

0
ϕ

∥∥∥∥∂wε∂t
∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt =

∫ T

0
ϕ

(
gε,

∂wε
∂t

)
L2 (Ω)

dt.

Or le second terme est O(1), donc

∫ T

0

ϕ

∥∥∥∥∂wε∂t

∥∥∥∥2

L2 (Ω)

dt =

∫ T

0

ϕ

(
gε,

∂wε
∂t

)
L2 (Ω)

dt+O(1).

Et on en déduit (3.28) à l’aide de l’inégalité triangulaire.

On n’a pas pour objectif de faire tendre le régularisé elliptique vers le problème

(3.1)-(3.3).

Remarque 3.7 Lorsque ε −→ 0, la solution yε de (3.24) ne tend pas vers z

solution du problème (3.1)-(3.3), mais vers la solution y du problème
∂y

∂t
−∆ y = v dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = g dans Ω.

Remarque 3.8 Si G = {0} alors yε(0) est connu. Le système est alors à

informations complètes. Le cas "sans informations" concernant la condition

initiale correspond au cas où G = L
2
(Ω).

Par régularisation elliptique, nous obtenons donc un système distribué de type

elliptique à données manquantes que l’on peut analyser avec la notion de

contrôle à moindres regrets.
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3.2.2 Contrôle à moindres regrets du problème régularisé

Pour tout (v, g) fixé, il existe un état unique yε(v, g) auquel on attache la

fonction coût

Jε(v, g) =
∥∥∥yε(v, g)− zd

∥∥∥2

L
2

(Q)

+N
∥∥∥v∥∥∥2

L
2

(Q)

(3.31)

où zd ∈ L
2
(Q) fixé et N > 0.

Comme nous renonçons au problème de contrôle standard, on cherche le contrôle

sans regret pour le problème régularisé (3.1)-(3.3) qu’on appelle contrôle sans

regret approché. Il s’agit alors de trouver uε ∈ Uad solution du problème

inf
v∈Uad

sup
g∈G

[
Jε(v, g)− Jε(0, g)

]
. (3.32)

Lemme 3.4 Le problème (3.32) est équivalent au problème

inf
v∈Uad

(
Jε(v, 0)− Jε(0, 0) + 2 sup

g∈G

〈
ε
∂ξε(v)

∂t
(0), g

〉
G′,G

)

où ξε(v) est solution du problème :
L∗εξε(v) = yε(v, 0) dans Q,

ξε(v)(0) = 0 dans Ω,

ξε(v)(T ) = 0 dans Ω,

ξε(v) = 0 sur Σ,

(3.33)

avec Lε = −ε ∂
2

∂t2
+
∂

∂t
−∆ et son adjoint L∗ε = −ε ∂

2

∂t2
− ∂

∂t
−∆.

De plus, le problème (3.32) admet une solution unique appelée contrôle sans

regret, dans l’ensemble

Kε =

{
vε ∈ Uad ;

〈
∂ξε(v)

∂t
(0), g

〉
G′,G

= 0, ∀ g ∈ G

}
.
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Démonstration - Un calcul simple nous donne :

Jε(v, g)−Jε(0, g) = Jε(v, 0)−Jε(0, 0)+2 ( yε(v, 0) , yε(0, g) )
L

2
(Q)
∀ (v, g) ∈ U

ad
×G.

On introduit ξε(v) solution de (3.33). Et en utilisant la formule de Green on

a :

(−ξε(v)′, yε(0, g) )
L

2
(Q)

= ( ξε(v), yε(0, g)′ )
L

2
(Q)
,

(−εξε(v)′′, yε(0, g) )
L

2
(Q)

= ( ξε(v),−εyε(0, g)′′ )
L

2
(Q)

+ ε 〈 ξε(v)′(0), g 〉G′,G ,

(−∆ξε(v), yε(0, g) )
L

2
(Q)

= ( ξε(v) , −∆yε(0, g) )
L

2
(Q)
.

On en déduit donc

( yε(v, 0) , yε(0, g) )
L

2
(Q)

= ε 〈 ξε(v)′(0), g 〉G′,G .

Par ailleurs, comme G est un espace vectoriel, le produit scalaire

sup
g∈G

〈
∂ξε(v)

∂t
(0), g

〉
G′,G

admet un sens pour les seuls contrôles v tels que〈
∂ξε(v)

∂t
(0), g

〉
G′,G

= 0 ∀g ∈ G, ∀ε > 0.

On introduit ensuite, pour γ > 0, le contrôle à moindres regrets solution du

problème perturbé :

inf
v∈Uad

sup
g∈G

[
Jε(v, g)− Jε(0, g)− γ‖g‖2

G

]
.

On obtient alors le problème de contrôle standard

inf
v∈Uad

J γ
ε (v) (3.34)
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où

J γ
ε (v) = Jε(v, 0)− Jε(0, 0) +

ε2

γ

∥∥∥∂ξε(v)

∂t
(0)
∥∥∥2

L
2

(Ω)

. (3.35)

Lemme 3.5 Le problème (3.34) (3.35) admet une solution unique uγε , appelée

contrôle à moindres regrets approché.

Démonstration - Comme Uad est un sous-ensemble non vide et que

J γ
ε (v) ≥ 0 ∀v ∈ Uad alors

dγε = inf
v∈Uad

J γ
ε (v)

existe.

Soit (vγεn)
n∈N ⊂ Uad une suite minimisante telle que

dγε ≤ J γ
ε (vγεn) < dγε +

1

n
< dγε + 1.

Il existe un nombre strictement positif Cγ
ε > 0 tel que

‖vγεn‖L2 (Q) < Cγ
ε et ‖y(vγεn , 0)‖L2 (Q) < Cγ

ε .

On en déduit donc qu’il existe une suite extraite de (vγεn , y(vγεn , 0))n , encore

notée de la même façon, telle que lorsque n tend vers +∞

(vγεn , y(vγεn , 0)) ⇀ (uγε , z
γ
ε ) faiblement dans Uad × L

2

(Q)

car U
ad

convexe implique que U
ad

fortement fermé équivaut à U
ad

faiblement

fermé.

Et comme y(vγεn , 0) est solution du problème (3.1)-(3.3) pour le contrôle vγεn
et l’incertitude g = 0, en multipliant l’équation d’état de ce problème par

ϕ ∈ D(Q), on en déduit que(
Lεy(vγεn , 0), ϕ

)
L2 (Q)

=
(
y(vγεn , 0), L∗εϕ

)
L2 (Q)

=
(
vγεn , ϕ

)
L2 (Q)

.
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En passant à la limite, on obtient finalement

Lεz
γ
ε = uγε dans Q.

Comme uγε ∈ L
2
(Q) alors zγε |Σ , z

γ
ε (0) et zγε (T ) ont bien un sens. Et, la continuité

de l’application trace implique que

zγε |Σ = 0, zγε (0) = 0 et zγε (T ) = 0.

Nous dégageons maintenant le système d’optimalité du contrôle à moindres

regrets approché pour le problème mal posé associé à l’équation de la chaleur

régularisé.

Théorème 3.6 Le contrôle à moindres regrets approché uγε est caractérisé par
l’unique quintuplet {uγε , yγε , ργε , pγε , ξγε } solution du système :

Lεy
γ
ε = uγε , Lερ

γ
ε = 0, L∗εp

γ
ε = yγε − zd + ργε , L∗εξ

γ
ε = yγε dans Q,

yγε = 0, ργε = 0, pγε = 0, ξγε = 0, sur Σ,

yγε (0) = 0, ργε (0) =
ε

γ

∂ξγε
∂t

(0), pγε (0) = 0, ξγε (0) = 0 dans Ω,

yγε (T ) = 0, ργε (T ) = 0, pγε (T ) = 0, ξγε (T ) = 0 dans Ω,

et on a l’inégalité variationnelle

( pγε +Nuγε , v − uγε ) ≥ 0 ∀v ∈ U
ad

avec∣∣∣∣∣∣ Lε = −ε ∂
2

∂t2
+
∂

∂t
−∆ et L∗ε = −ε ∂

2

∂t2
− ∂

∂t
−∆ son opérateur adjoint;

uγε , y
γ
ε , p

γ
ε , ρ

γ
ε et ξ

γ
ε ∈ L

2
(]0, T [;L

2
(Ω)).

Démonstration - Le raisonnement classique sur les conditions d’Euler de
premier ordre pour le problème (3.34)(3.35) donne

( yγε−zd, yε(v−uγ , 0) )
L

2
(Q)

+N(uγε , v−uγ )
L

2
(Q)

+(
ε2

γ
ξγε
′(0), ξε(v − uγ)′(0) )

L
2

(Ω)
≥ 0 ∀v ∈ U

ad

(3.36)
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où yγε = yε(u
γ
ε , 0), ξγε = ξε(u

γ
ε , 0) et wγε = v − uγε .

On introduit maintenant ργε = ρε(u
γ
ε , 0) solution du problème

−εργε ′′ + ργε
′ −∆ργε = 0 dans Q,

ργε (T ) = 0 dans Ω,

ργε (0) =
ε

γ
ξγε
′(0) dans Ω,

ργε = 0 sur Σ,

(3.37)

en utilisant la formule de Green, on a

ε(ργε (0), ξε(w
γ
ε )

′
(0))

L
2

(Ω)
+(−εργε

′′+ργε
′−∆ργε , ξε(w

γ
ε ))

L
2

(Q)
= (ργε ,−εξε(wγε )′′−ξε(wγε )′−∆ξε(w

γ
ε ))

L
2

(Q)
,

ceci implique

(
ε2

γ
ξγε
′(0), ξε(w

γ
ε )′(0) )

L
2

(Ω)
= ( ργε , yε(w

γ
ε , 0) )

L
2

(Q)

l’inégalité (3.36) devient

( yγε − zd + ργε , yε(w
γ
ε , 0) )

L
2

(Q)
+N(uγε , w

γ
ε )

L
2

(Q)
≥ 0. (3.38)

On considère ensuite l’état adjoint pγε = pε(u
γ
ε , 0) qui vérifie le système :

−εpγε
′′ − pγε

′ −∆pγε = yγε − zd + ργε dans Q,

pγε (T ) = 0 dans Ω,

pγε (0) = 0 dans Ω,

pγε = 0 sur Σ.

On a alors

(−εpγε
′′−pγε

′−∆pγε , yε(w
γ
ε , 0))

L
2

(Q)
= (pγε ,−εyε(wγε , 0)′′+yε(w

γ
ε , 0)′−∆yε(w

γ
ε , 0))

L
2

(Q)
.

D’où

( yγε − zd + ργε , yε(w
γ
ε , 0))

L
2

(Q)
= ( pγε , w

γ
ε )

L
2

(Q)
.
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Enfin

( pγε +Nuγε , w
γ
ε )

L
2

(Q)
≥ 0.

On s’intéresse aux estimations a priori.

Lemme 3.6 Pour tout ε > 0 et η > 0, il existe deux constantes C > 0 et

Cη > 0 telles que : ∥∥∥uγε∥∥∥
L

2
(Q)

≤ C,
ε
√
γ

∥∥∥∂ξγε
∂t

(0)
∥∥∥
L

2
(Ω)

≤ C, (3.39)

∥∥∥yγε∥∥∥
L

2
(Q)

≤ C,

∥∥∥∥∂yγε∂t
∥∥∥∥
L2 (]0,T−η[;H−1(Ω))

≤ Cη, (3.40)

ε

∥∥∥∥∂ργε∂t
∥∥∥∥
L2 (Q)

+ ‖ργε‖L2 (Q) ≤ C,

∥∥∥∥∂ργε∂t
∥∥∥∥
L2 (]0,T−η[;H−1(Ω))

≤ Cη, (3.41)

ε

∥∥∥∥∂pγε∂t
∥∥∥∥
L2 (Q)

+ ‖pγε‖L2 (Q) ≤ C,

∥∥∥∥∂pγε∂t
∥∥∥∥
L2 (]η,T [;H−1(Ω))

≤ Cη, (3.42)

ε

∥∥∥∥∂ξγε∂t
∥∥∥∥
L2 (Q)

+ ‖ξγε ‖L2 (Q) ≤ C,

∥∥∥∥∂ξγε∂t
∥∥∥∥
L2 (]η,T [;H−1(Ω))

≤ Cη. (3.43)

Démonstration - Comme

J γ
ε (uγε ) ≤ J γ

ε (v) ∀v ∈ U
ad
,

en particulier en prenant v = 0, on a J γ
ε (uγε ) ≤ J γ

ε (0),

d’où

Jε(u
γ
ε , 0)− Jε(0, 0) +

ε2

γ

∥∥∥∂ξε(uγε )
∂t

(0)
∥∥∥2

L
2

(Ω)

≤ ε2

γ

∥∥∥∂ξε(uγε )
∂t

(0)
∥∥∥2

L
2

(Ω)

.
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Puisque yε(0, 0)(t, x) = ξε(0)(t, x) = 0 dans [0, T ]× Ω, on a∥∥∥yε(uγε , 0)− zd
∥∥∥2

L
2

(Q)

+N
∥∥∥uγε∥∥∥2

L
2

(Q)

+
∥∥∥ ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(0)
∥∥∥2

L
2

(Ω)

≤
∥∥∥zd∥∥∥2

L
2

(Q)

,

on en déduit alors (3.39).

Les estimations (3.41), (3.42) et (3.43) s’obtiennent aisément par le procédé

utilisé dans la démonstration du théorème 3.5.

3.2.3 Système d’optimalité singulier

Maintenant, on considère que γ est fixé et on fait tendre ε vers 0. On obtient

alors le :

Théorème 3.7 Le contrôle à moindres regrets uγ du problème (3.1)-(3.3) est

caractérisé par l’unique {uγ, yγ, ργ, pγ, ξγ} solution du système :
Lyγ = uγ, Lργ = 0, L∗pγ = yγ − zd + ργ, L∗ξγ = yγ dans Q,

yγ = 0, ργ = 0, pγ = 0, ξγ = 0, sur Σ,

yγ(0) = 0, ργ(0) = λγ(0) dans Ω,

pγ(T ) = 0, ξγ(T ) = 0 dans Ω,

et on a l’inégalité variationnelle

( pγ +Nuγ, v − uγ ) ≥ 0 ∀v ∈ U
ad

avec∣∣∣∣∣∣ L =
∂

∂t
−∆ et L∗ = − ∂

∂t
−∆ son opérateur adjoint;

uγ, yγ, pγ, ργ, ξγ ∈ L
2
(]0, T [;L

2
(Ω)), λγ(0) ∈ G̃ complété de G dans L

2
(Ω).



48 3. Contrôle de l’équation de la chaleur rétrograde

Démonstration - D’après (3.39), (3.41), (3.42) et (3.43), on peut extraire

des suites (uγε )ε , (yγε )ε ,
(

ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(0)

)
ε

, (ργε )ε , (pγε )ε et (ξγε )ε des sous-suites

notées de la même façon telles que :

uγε ⇀ uγ faiblement dans U
ad
,

yγε ⇀ yγ faiblement dans L
2
(Q),

ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(0) ⇀ λγ(0) faiblement dans G̃,

ργε ⇀ ργ faiblement dans L
2
(Q),

pγε ⇀ pγ faiblement dans L
2
(Q),

ξγε ⇀ ξγ faiblement dans L
2
(Q).

(3.44)

Pour tout γ > 0 fixé, l’état adjoint pγε est aussi borné en ε et on obtient

facilement le résultat.

Remarque 3.9 Dans le cas sans informations, ce qui correspond à

G = L
2
(Ω), le complété est G̃ = L

2
(Ω).

3.2.4 Correcteur d’ordre 0

On s’affranchit de la condition (3.10) en remplaçant le contrôle standard

par la notion de contrôle moindres regrets. Le prix à payer est la perte de

l’information sur la donnée terminale yγ(T ) et en toute généralité yγ(T ) 6= 0.

Il est donc nécessaire d’introduire la notion de correcteur d’ordre 0.

On fait l’hypothèse de régularité

yγ(T ) ∈ H1
0 (Ω), yγ ′ ∈ L2

(Q). (3.45)

On note

V = {ϕ ∈ L2

(]0, T [;H1
0 (Ω)) tel que ϕ′ ∈ L2

(Q)},
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et

V0 = {ϕ ∈ V tel que ϕ(0) = 0, ϕ(T ) = 0}.

On dit qu’une fonction θγε ∈ V est un correcteur d’ordre 0 si∣∣∣∣∣∣∣
ε(θγε

′, ϕ′)L2 (Q) + (θγε
′, ϕ)L2 (Q) + (∇θγε ,∇ϕ)L2 (Q) =

√
ε (gε, ϕ)L2 (Q) ∀V0,

θγε (T ) + yγ(T ) = 0,

(3.46)

où l’on suppose que

‖gε‖L2 (]0,T [;H−1(Ω)) ≤ C. (3.47)

On a alors le :

Théorème 3.8 Soit θγε un correcteur d’ordre 0 défini par (3.46)(3.47). On a

alors :

‖yγε − (yγ + θγε )‖L2 (]0,T [;H1
0 ) ≤ C

√
ε (3.48)

et lorsque ε tend vers 0,

d

dt
[yγε − (yγ + θγε )] −→ 0 dans L

2

(Q) faible. (3.49)

Démonstration - Si wγε = yγε − (yγ + θγε ), on a

ε(wγε
′, ϕ′)L2 (Q) + (wγε

′, ϕ)L2 (Q)+(∇wγε ,∇ϕ)L2 (Q) =

− ε (yγ ′, ϕ′)L2 (Q) −
√
ε (gε, ϕ)L2 (Q) ∀V0.

(3.50)

En particulier si ϕ = wγε , en utilisant (3.45) et (3.47), on a

ε‖wγε
′‖2
L2 (Q)

+ ‖wγε‖2
L2 (Q)

≤ C
√
ε
[√

ε‖wγε
′‖L2 (Q) + ‖wγε‖L2 (Q)

]
,

on en déduit alors (3.48) et (3.49).



50 3. Contrôle de l’équation de la chaleur rétrograde

Calcul d’un correcteur

On définit ϕγε par : {
−εϕγε ′′ + ϕγε

′ = 0,

ϕγε (T ) = −yγ(T ),

ϕγε à décroissance aussi rapide que possible lorsque t→ −∞,

d’où

ϕγε (t) = −yγ(T )e−
T−t
ε . (3.51)

Si l’on suppose que yγ(T ) ∈ H1
0 (Ω), la fonction

θγε = mϕγε

∣∣∣∣∣ m = 1 au voisinage de t = T,

m = 0 au voisinage de t = 0

est un correcteur d’ordre 0.

On vérifie l’équation variationnelle ; le terme essentiel est

m∆ yγ(T ) e−
T−t
ε =

√
ε hγε .

Sous les hypothèses faites, on a :∫ T

0

‖hγε‖2

H−1(Ω)
dt ≤ C ε−1

∫ T

0

e−
2(T−t)

ε dt = o(1).

3.3 Contrôle sans regret

Dans le cas où G = L
2
(Ω), on obtient le résultat
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Théorème 3.9 Le contrôle sans regret u du problème (3.1)-(3.3) est caracté-

risé par l’unique {u, y, ρ, p, ξ} solution du système :
Ly = u, Lρ = 0, L∗p = y − zd + ρ, L∗ξ = y dans Q,

y = 0, ρ = 0, p = 0, ξ = 0, sur Σ,

y(0) = 0, ρ(0) = λ(0) dans Ω,

p(T ) = 0, ξ(T ) = 0 dans Ω,

et on a l’inégalité variationnelle

( p+Nu, v − u ) ≥ 0 ∀v ∈ U
ad

avec ∣∣∣∣∣∣ L =
∂

∂t
−∆ et L∗ = − ∂

∂t
−∆ son opérateur adjoint;

u, y, p, ρ, ξ ∈ L
2
(]0, T [;L

2
(Ω)), λ(0) ∈ L2

(Ω).

Démonstration - Lorsque ε tend vers 0, on a

ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(0) ⇀ λγ(0) faiblement dans L

2

(Ω).

Alors

‖λγ(0)‖L2 (Ω) ≤ lim inf

∥∥∥∥ ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(0)

∥∥∥∥
L2 (Ω)

≤ C,

d’où λγ(0) ∈ L2
(Ω).

De plus, ργ vérifie 
∂ργ

∂t
−∆ργ = 0 dans Q,

ργ = 0 sur Σ,

ργ(0) = λγ(0) dans Ω,

(et vérifie également ργ(T ) = 0), la régularité du problème de l’équation de la

chaleur entraîne que

‖ργ‖L2 (]0,T [;H1
0 (Ω)) +

∥∥∥∥∂ργ∂t
∥∥∥∥
L2 (]0,T [;H−1(Ω))

≤ C.
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On peut donc extraire des suites (λγ(0))γ , (ργ)γ des sous-suites notées de la

même façon telles que :

λγ(0) ⇀ λ(0) faiblement dans L
2
(Q),

ργ ⇀ ρ faiblement dans L
2
(0, T ;H1

0 (Ω)).
(3.52)

Par compacité

ργ −→ ρ fortement dans L
2
(Q). (3.53)

De la même façon, puisque

uγε ⇀ uγ faiblement dans U
ad
,

on en déduit qu’il existe C > 0 tel que

‖uγ‖L2 (Q) ≤ lim inf ‖uγε‖L2 (Q) ≤ C

et la régularité du problème de l’équation de la chaleur implique alors

uγ ⇀ u faiblement dans U
ad
,

yγ −→ y fortement dans L
2
(Q),

pγ −→ p fortement dans L
2
(Q),

ξγ −→ ξ fortement dans L
2
(Q).

(3.54)

On obtient donc le résultat.



Chapitre 4

Contrôle d’un problème couplé

mal posé

Le chapitre 4 est consacré au contrôle d’un problème couplé mal posé associé

à l’équation de la chaleur.

Dans un premier temps, on s’assure que l’ensemble des couples admissibles de

ce problème est non vide. On reprend ensuite la méthode de pénalisation afin

de caractériser le couple optimal. On y parvient en emmettant une hypothèse

de type Slater.

Dans un second temps, on propose la notion de contrôle sans regret. Pour

ce faire, on applique la notion de contrôle à moindres regrets au problème

régularisé de type elliptique.

53
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4.1 Contrôle optimal

4.1.1 Préliminaires et notations

Le problème auquel on s’intéresse, consiste à trouver (z1, z2) ∈
(
L

2
(Q)
)2

tel

que 

∂z1

∂t
+ ∆ z1 − z2 = v1 dans Q,

∂z2

∂t
−∆ z2 + z1 = v2 dans Q,

z1 = z2 = 0 sur Σ,

z1(0) = z2(0) = 0 dans Ω,

(4.1)

où (v1, v2) ∈
(
L

2
(Q)
)2

.

Les conditions aux limites et initiales du problème (4.1) ont bien un sens, il

suffit pour le voir de procéder de la même façon que pour la démonstration du

lemme 3.1 .

Lemme 4.1 L’état z = (z1, z2) du problème (4.1) vérifie

z2 ∈ L
2

(0, T ;H2(Ω)), (4.2)
∂z2

∂t
∈ L2

(0, T ;L
2

(Ω)). (4.3)

Remarque 4.1 Soient

F1 =

{
ϕ1 ∈ L

2

(Q) tel que
∂ϕ1

∂t
+ ∆ϕ1 ∈ L

2

(Q), ϕ1(0) = 0 et ϕ1|
Σ

= 0

}
et

F2 =

{
ϕ2 ∈ L

2

(Q) tel que
∂ϕ2

∂t
−∆ϕ2 ∈ L

2

(Q), ϕ2(0) = 0 et ϕ2|
Σ

= 0

}
.

La structure du problème (4.1) montre que les états z = (z1, z2) appartiennent

à l’espace F1 ×F2.
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Ce problème est mal posé car pour tout (v1, v2) ∈
(
L

2
(Q)
)2

, l’existence d’une

solution n’est pas assurée dans
(
L

2
(Q)
)2

.

Lemme 4.2 Le problème (4.1) admet une solution unique pour un ensemble

de fonctions (v1, v2) dense dans
(
L

2
(Q)
)2

.

Démonstration - En prenant v1 et v2 deux éléments de L2
(]0, T [)⊗E c’est-

à-dire de la forme v1(x, t) = g1(t)w(x) et v2(x, t) = g2(t)w(x), avec g1 et g2 ∈
L

2
(]0, T [) et w ∈ E (E donné par (3.8)), et en cherchant une solution de la

forme (z1, z2) = (ζ1(t)w(x), ζ2(t)w(x)), on trouve que le problème (4.1) s’écrit
ζ ′′1 + (1− λ2)ζ1 = λg1 + g2 + g′1 dans ]0, T [,

ζ2 = ζ ′1 − λζ1 − g1 dans ]0, T [,

ζ1(0) = 0,

ζ ′1(0) = g1(0).

Cela définit bien (z1, z2) qui est unique.

On se propose maintenant de mettre le problème (4.1) sous une forme matri-

cielle.

On définit la matrice d’opérateurs

A =

 ∂

∂t
+ ∆ −Id

Id
∂

∂t
−∆


telle que, pour tout z = (z1, z2) ∈

(
L

2
(Q)
)2

,

Az =

(
∂z1

∂t
+ ∆ z1 − z2 ,

∂z2

∂t
−∆ z2 + z1

)
.
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Alors le problème (4.1) peut s’écrire
A z = v dans Q,

z = 0 sur Σ,

z(0) = 0 dans Ω,

(4.4)

avec v = (v1, v2).

Définition 4.1 On dit qu’un couple (v, z) est admissible si, pour i ∈ {1, 2},∣∣∣∣∣ vi ∈ Uad ,zi ∈ L
2
(Q) tel que z vérifie le problème (4.4).

On note Yad l’ensemble des couples admissibles.

Remarque 4.2 Pour l’instant, on suppose implicitement que l’ensemble Yad
est non vide. Par la suite, on emettra l’(les) hypothèse(s) nécessaire(s) pour

que cela ait lieu.

Pour tout espace de Hilbert X, on note (X)2 le produit cartésien de X par

lui-même et on définit sur X ×X le produit scalaire

〈 (a, b) , (ā, b̄) 〉
X×X = 〈 a , ā 〉

X
+ 〈 b , b̄ 〉

X
(4.5)

et on lui associe la norme∥∥∥(a, b)
∥∥∥
X×X

=

√∥∥∥a∥∥∥2

X

+
∥∥∥b∥∥∥2

X

. (4.6)

Soit la fonction coût

J (v, z) =
1

2

∥∥∥z − zd∥∥∥2

(L2
(Q))

2

+
N

2

∥∥∥v∥∥∥2

(L2
(Q))

2

(4.7)
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où zd = (zd1
, zd2

) ∈
(
L

2
(Q)
)2

et N ∈ R∗+.
Le problème de contrôle optimal qui nous intéresse est : trouver u = (u1, u2)

et y = (y1, y2) tel que

J (u, y) = inf
(v,z)∈Yad

J (v, z). (4.8)

De façon similaire à la démonstration du théorème 3.2, on a

Théorème 4.1 Le problème de contrôle optimal (4.8) admet une unique so-

lution (u, y) appelée couple optimal.

4.1.2 Méthode de pénalisation

Afin de "traiter" l’équation d’état comme une contrainte, on ajoute à la

fonction coût J le facteur de pénalisation
1

2ε
‖Az − v‖2

(L2
(Q))

2 ,

où le nombre ε > 0 est destiné à tendre vers 0. Ce procédé est utilisé ici pour

obtenir le système d’optimalité singulier (S.O.S.).

On introduit donc la fonction coût pénalisée

Jε(v, z) = J (v, z) +
1

2ε
‖Az − v‖2

(L2 (Q))
2 , (4.9)

pour (v, z) ∈
(
L

2
(Q)
)2

× (F1 ×F2), et on considère le problème

inf
(v,z) ∈ (Uad)

2
×(F1×F2)

Jε(v, z). (4.10)

Théorème 4.2 Il existe un unique couple (uε, yε) solution du problème (4.10).

De plus, le couple (uε, yε) est caractérisé par les égalités suivantes :

(pε,Az)
(L2 (Q))

2 = (yε − zd, z)(L2 (Q))
2 ∀z ∈ F1 ×F2, (4.11)

(pε +Nuε, v − uε)(L2 (Q))
2 ≥ 0 ∀v ∈ (U

ad
)2 , (4.12)
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avec pε = −1

ε
(Ayε − uε) .

Démonstration - Après avoir vérifié que

dε = inf
(v,z) ∈ (Uad)

2
×(F1×F2)

Jε(v, z)

existe bien, comme borne inférieure d’une partie minorée non vide de R, on
considère une suite minimisante (vn, zn)n ⊂ (U

ad
)2 × (F1 ×F2) i.e.

dε ≤ Jε(vn, zn) ≤ dε +
1

n
∀n ∈ N∗.

Il existe alors une constante Cε > 0 telle que

‖vn‖(L2 (Q))
2 < Cε, ‖zn‖(L2 (Q))

2 < Cε et ‖Azn − vn‖(L2 (Q))
2 < Cε.

On peut donc extraire de (vn, zn) une suite, notée de la même façon et il existe

uε, yε et hε tels que

vn ⇀ uε dans
(
L

2
(Q)
)2

faible,

zn ⇀ yε dans
(
L

2
(Q)
)2

faible,

Azn − vn ⇀ hε dans
(
L

2
(Q)
)2

faible.

Pour tout ϕ ∈ D(Q)×D(Q), on a

(Azn − vn, ϕ)
(L2 (Q))

2 = (zn,A∗ϕ)
(L2 (Q))

2 − (vn, ϕ)L2 (Q)×L2 (Q)

en passant à la limite, ∀ϕ ∈ D(Q)×D(Q)

(hε, ϕ)
(L2 (Q))

2 = (yε,A∗ϕ)
(L2 (Q))

2 − (uε, ϕ)
(L2 (Q))

2 ,

d’où

Ayε − uε = hε dans Q.
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On en déduit que

Azn − vn ⇀ Ayε − uε dans
(
L

2

(Q)
)2

faible,

or ∆ ∈ L(L
2
(Ω);H−2(Ω)) implique que

∂zn
∂t

⇀
∂yε
∂t

dans L
2

(0, T ;H−2(Ω))× L2

(0, T ;H−2(Ω)) faible.

Par conséquent,

zn(0) ⇀ yε(0) dans H−1(Ω)×H−1(Ω) faible,

zn|
Σ

⇀ yε|
Σ

dans H−1(]0, T [;H−
1
2 (Γ))×H−1(]0, T [;H−

1
2 (Γ)) faible,

d’où

yε(0) = 0 et zn|
Σ

= 0.

Donc lim inf Jε(vn, zn) ≥ Jε(uε, yε) avec (uε, yε) ∈ (U
ad

)2 × (F1 ×F2), ce qui

montre que (uε, yε) est solution de (4.10).

(4.11)(4.12) se déduisent des conditions nécessaires d’Euler satisfaites par (uε, yε)

solution de (4.10) :

d

dλ
Jε(uε + λ(v − uε), yε)|λ=0

≥ 0 ∀v ∈ (U
ad

)2

et
d

dλ
Jε(uε, yε + λz)|λ=0

= 0 ∀z ∈ F1 ×F2.

On étudie ensuite la convergence de ce procédé.

Théorème 4.3 Lorsque ε −→ 0, on a

uε −→ u dans
(
L

2

(Q)
)2

, (4.13)

yε −→ y dans
(
L

2

(Q)
)2

. (4.14)
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Démonstration - Etant donné que Yad ⊂ (U
ad

)2 × (F1 ×F2),

Jε(uε, yε) = inf
(Uad)

2
×(F1×F2)

Jε(v, z) ≤ Jε(u, y) = J (u, y), (4.15)

il existe une constante C > 0 telle que

‖yε‖(L2 (Q))
2 < C, ‖uε‖(L2 (Q))

2 < C (4.16)

et ∥∥∥∥ 1√
ε

(Ayε − uε)
∥∥∥∥

(L2 (Q))
2
< C. (4.17)

On déduit de (4.17) que
Ayε = uε +

√
εfε dans Q,

yε = 0 sur Σ,

yε(0) = 0 dans Ω

avec ‖fε‖(L2 (Q))
2 < C.

Et (4.16) implique qu’on peut extraire de (uε, uε) une sous-suite, notée de la

même manière, telle que

uε ⇀ ũ dans
(
L

2
(Q)
)2

faible,

yε ⇀ ỹ dans
(
L

2
(Q)
)2

faible.
(4.18)

Pour tout ϕ ∈ D(Q)×D(Q)

(Ayε, ϕ)
(L2 (Q))

2 = (yε,A∗ϕ)
(L2 (Q))

2 = (uε +
√
εfε, ϕ)

(L2 (Q))
2 ,

en passant à la limite, on a

(ỹ,A∗ϕ)
(L2 (Q))

2 = (ũ, ϕ)
(L2 (Q))

2 ,

d’où

Aỹ = ũ dans Q.
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Comme ũ ∈
(
L

2
(Q)
)2

, par un procédé similaire à la démonstration du théo-

rème 4.2, on montre que (ũ, ỹ) ∈ Yad.
(4.15) et (4.18) implique

J (u, y) ≤ J (ũ, ỹ) ≤ lim inf Jε(uε, yε) ≤ lim supJε(uε, yε) ≤ J (u, y).

par conséquent

ũ = u, ỹ = y et Jε(uε, yε) −→ J (u, y).

Cela entraîne

‖yε − zd‖(L2 (Q))
2 −→ ‖y − zd‖(L2 (Q))

2 ,

‖uε‖(L2 (Q))
2 −→ ‖u‖

(L2 (Q))
2

(4.19)

On déduit donc de (4.18) et (4.19) la convergence forte dans (4.13) et (4.14).

On considère maintenant la fonction coût pénalisée

Jε(v, z) = J (v, z) +
1

2ε
‖Az − v‖2

(L2
(Q))

2
(4.20)

et on se propose de trouver uε = (uε1, uε2) et yε = (yε1, yε2) tel que

Jε(uε, yε) = inf
(v,z)∈ (Uad)2×(F1×F2)

Jε(v, z). (4.21)

On a facilement le résultat,

Lemme 4.3 Il existe un unique couple (uε, yε) solution du problème (4.10).

Théorème 4.4 La solution (uε, yε) du problème (4.21) est caractérisée par la

donnée du triplet (yε, uε, pε) solution de :
A yε = uε +

√
εfε dans Q,

A∗ pε = yε − zd dans Q,

yε = pε = 0 sur Σ,

yε(0) = pε(0) = 0 dans Ω

(4.22)
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et des inégalités variationnelles∣∣∣∣∣∣
(pε1 +Nuε1, v1 − uε1)

(L2 (Q))
2 ≥ 0 ∀v1 ∈ Uad ,

(pε2 +Nuε2, v2 − uε2)
(L2 (Q))

2 ≥ 0 ∀v2 ∈ Uad .
(4.23)

où

pε = (pε1, pε2), ‖fε‖
(L2

(Q))
2 < C et A∗ =

 − ∂

∂t
+ ∆ Id

−Id − ∂

∂t
−∆

 .

Démonstration - On a Yad ⊂ (Uad)
2 × (F1 ×F2), ceci implique

Jε(uε, yε) = inf
(v,z)∈ (Uad)2×(F1×F2)

Jε(v, z) ≤ Jε(u, y) = J (u, y).

Il existe alors une constante C > 0 telle que
∥∥∥∥ 1√

ε
(Ayε − uε)

∥∥∥∥
(L2

(Q))
2

< C, on

a bien

A yε = uε +
√
εfε avec ‖fε‖

(L2
(Q))

2 < C. (4.24)

Le couple (uε, yε) vérifie les conditions nécessaires du premier ordre d’Euler-

Lagrange :

lim
λ→0

Jε(uε, yε1 + λz1, yε2)− Jε(uε, yε)
λ

= 0 ∀ z1 ∈ F1 , (4.25)

lim
λ→0

Jε(uε, yε1, yε2 + λz2)− Jε(uε, yε)
λ

= 0 ∀ z2 ∈ F2 , (4.26)

lim
λ→0

Jε(uε1 + λ(v1 − uε1), uε2, yε)− Jε(uε, yε)
λ

≥ 0 ∀ v1 ∈ Uad, (4.27)

lim
λ→0

Jε(uε1, uε2 + λ(v2 − uε2), yε)− Jε(uε, yε)
λ

≥ 0 ∀ v2 ∈ Uad. (4.28)
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L’équation (4.25) équivaut à

(yε1 − zd1, z1)L2(Q) +
1

ε

(
∂yε1

∂t
+ ∆yε1 − yε2 − uε1,

∂z1

∂t
+ ∆z1

)
L2(Q)

+

1

ε

(
∂yε2

∂t
−∆yε2 + yε1 − uε2, z1

)
L2(Q)

= 0 ∀z1 ∈ F1

et en posant

pε1 = −1

ε

(
∂yε1

∂t
+ ∆yε1 − yε2 − uε1

)
et pε2 = −1

ε

(
∂yε2

∂t
−∆yε2 + yε1 − uε2

)
,

on a(
pε1,

∂z1

∂t
+ ∆z1

)
L2(Q)

+(pε2, z1)L2(Q) = (yε1 − zd1, z1)L2(Q) ∀z1 ∈ F1. (4.29)

Pour z1 ∈ D(Q), on trouve

−∂pε1

∂t
+ ∆pε1 + pε2 = yε1 − zd1 dans Q.

En multipliant ensuite cette dernière équation par z1 ∈ F1 et en utilisant la

formule de Green, on en déduit que

pε1 = 0 sur Σ et pε1(0) = 0 dans Ω.

De la même façon, (4.26) implique(
pε2,

∂z2

∂t
−∆z2

)
L2(Q)

−(pε1, z2)L2(Q) = (yε2 − zd2, z2)L2(Q) ∀z2 ∈ F2, (4.30)

d’où 
−∂pε2

∂t
−∆ pε2 − pε1 = yε2 − zd2 dans Q,

pε2 = 0 sur Σ,

pε2(T ) = 0 dans Ω.

D’où pε = (pε1, pε2) vérifie
A∗pε = yε − zd dans Q,

pε = 0 sur Σ,

pε(T ) = 0 dans Ω.
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On déduit de l’inégalité (4.27)

N (uε1 , v1 − uε1 )L2(Q)−
1

ε

(
∂yε1

∂t
+ ∆yε1 − yε2 − uε1 , v1 − uε1

)
L2(Q)

≥ 0 ∀v1 ∈ Uad,

par conséquent, on a bien l’inégalité variationnelle

( pε1 +Nuε1 , v1 − uε1 )L2(Q) ≥ 0, ∀v1 ∈ Uad.

De la même manière, (4.28) équivaut à

( pε2 +Nuε2 , v2 − uε2 )L2(Q) ≥ 0, ∀v2 ∈ Uad.

système d’optimalité singulier

Tout d’abord, on donne un résultat de convergence forte qui s’obtient aisément

en procédant de la même manière que pour la démonstration du théorème 4.3.

Lemme 4.4 Lorsque ε −→ 0, on a

uε −→ u dans
(
L

2

(Q)
)2

, (4.31)

yε −→ y dans
(
L

2

(Q)
)2

. (4.32)

On aborde maintenant le point essentiel qui consiste à trouver des estimations

a priori sur pε.

Lemme 4.5 On suppose que U
ad

est d’intérieur non vide. Alors il existe une

constante C > 0 telle que

‖pε‖(L2 (Q))
2 ≤ C. (4.33)
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Démonstration - D’après le lemme 4.2 et l’hypothèse sur U
ad
, il existe

v0 ∈ Uad ×Uad et r > 0 tels que ‖v− v0‖(L2 (Q))
2 ≤ r implique v ∈ U

ad
×U

ad
et,

il existe z0 solution de (4.4) lorsque v = v0.

On remarque qu’on peut écrire

〈 pε +Nuε , v − uε 〉
(L2

(Q))
2 = Xε + 〈 pε , v − v0 〉

(L2
(Q))

2 (4.34)

où

Xε = 〈 pε +Nuε , v0 − uε 〉
(L2

(Q))
2 + 〈Nuε , v − v0 〉

(L2
(Q))

2 .

En prenant z = z0 dans (4.29) et (4.30), on a

〈 pε , v0 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 yε − zd , z0 〉

(L2
(Q))

2

et en prenant z = yε, à l’aide de (4.24), il vient

〈 pε , uε 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 yε − zd , yε 〉

(L2
(Q))

2 + ‖fε‖2

(L2 (Q))
2 .

Ceci entraîne

〈 pε , v0 − uε 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 yε − zd , z0 − yε 〉L2(Q)×L2(Q)

+ ‖fε‖2

(L2 (Q))
2

alors il existe une constante C > 0 telle que |Xε| ≤ C. En utilisant (4.23) et

(4.34), on a

〈 pε , v − v0〉
(L2

(Q))
2 ≥ −C ∀ v tel que ‖v − v0‖(L2 (Q))

2 ≤ r. (4.35)

En particulier, pour tout v tel que ‖v − v0‖(L2 (Q))
2 = r, on peut choisir une

fonction ϕ ∈
(
L

2
(Q)
)2

telle que

v − v0 = ± r
ϕ

‖ϕ‖
(L2 (Q))

2
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et on trouve à l’aide de (4.35) que∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈
pε , r

ϕ

‖ϕ‖
(L2 (Q))

2

〉
(L2

(Q))
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C ∀ϕ ∈
(
L

2

(Q)
)2

,

c’est-à-dire que∣∣∣∣∣〈 pε , ϕ〉(L2
(Q))

2

∣∣∣∣∣ ≤ C

r
‖ϕ‖

(L2 (Q))
2 ∀ϕ ∈

(
L

2

(Q)
)2

.

Mais, comme L2
(Q) est identifié à son dual et que∣∣∣∣∣〈 pε , ϕ〉(L2

(Q))
2

∣∣∣∣∣ ≤ ‖pε‖(L2 (Q))
2‖ϕ‖

(L2 (Q))
2 ∀ϕ ∈

(
L

2

(Q)
)2

,

on en déduit que

‖pε‖(L2 (Q))
2 ≤ C

r
.

Théorème 4.5 On suppose que U
ad

est d’intérieur non vide. Le couple opti-

mal (u, y) du problème (4.8) est caractérisé par le triplet (u, y, p) ∈ (U
ad

)2 ×(
L

2
(Q)
)2

×
(
L

2
(Q)
)2

, solution de
A y = u dans Q,

A∗ p = y − zd dans Q,

y = p = 0 sur Σ,

y(0) = p(T ) = 0 dans Ω,

(4.36)

et des inégalités variationnelles∣∣∣∣∣ (p1 +Nu1, v1 − u1)L2 (Q) ≥ 0 ∀v1 ∈ Uad ,
(p2 +Nu2, v2 − u2)L2 (Q) ≥ 0 ∀v2 ∈ Uad .

(4.37)

où pε = (p1, p2).
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Démonstration - D’après le lemme 4.5, on peut extraire de la suite (pε)ε

une sous-suite, notée de la même façon, telle que

pε ⇀ p = (p1, p2) dans
(
L

2

(Q)
)2

faible.

Et, du lemme 4.4, on a

uε −→ u dans
(
L

2
(Q)
)2

,

yε −→ y dans
(
L

2
(Q)
)2

.

On multiplie l’équation d’état du problème adjoint approché par ϕ ∈ D(Q)×
D(Q), on obtient

〈A∗pε , ϕ 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 pε , Aϕ 〉

(L2
(Q))

2 = 〈 yε − zd , ϕ 〉
(L2

(Q))
2 ,

et en passant à la limite

〈 p , Aϕ 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 y − zd , ϕ 〉

(L2
(Q))

2 ,

d’où

A∗p = y − zd dans Q.

Comme y − zd ∈
(
L

2
(Q)
)2

et ∆ ∈ L(L
2
(Ω);H−2(Ω)), cela implique que

∂pε
∂t

⇀
∂p

∂t
dans L

2

(0, T ;H−2(Ω))× L2

(0, T ;H−2(Ω)) faible.

Par conséquent,

pε(T ) ⇀ p(T ) dans H−1(Ω)×H−1(Ω) faible,

pε|
Σ

⇀ p|
Σ

dans H−1(]0, T [;H−
1
2 (Γ))×H−1(]0, T [;H−

1
2 (Γ)) faible,

d’où

p(T ) = 0 et p|
Σ

= 0.

En partant de (4.24) et en procédant de la même manière, on en déduit que
A y = u dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = 0 dans Ω.
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4.2 Contrôle à moindres regrets

On rappelle le problème couplé étudié consiste à trouver (z1, z2) ∈
(
L

2
(Q)
)2

tel que 

∂z1

∂t
+ ∆ z1 − z2 = v1 dans Q,

∂z2

∂t
−∆ z2 + z1 = v2 dans Q,

z1 = z2 = 0 sur Σ,

z1(0) = z2(0) = 0 dans Ω

(4.38)

où (v1, v2) ∈
(
L

2
(Q)
)2

.

En utilisant la méthode mixte explicitée dans la section précédente, on se donne

pour objectif de trouver un S.O.S. associé au contrôle optimal du problème

(4.38). Tout d’abord, on régularise ce problème couplé de type parabolique

afin d’obtenir un problème de type elliptique. Pour tout ε > 0, on considère le

régularisé elliptique consistant à trouver (y1ε, y2ε) ∈
(
L

2
(Q)
)2

tel que



ε
∂

2
y1ε

∂t2
+
∂y1ε

∂t
+ ∆ y1ε − y2ε = v1 dans Q,

−ε∂
2
y2ε

∂t2
+
∂y2ε

∂t
−∆ y2ε + y1ε = v2 dans Q,

y1ε = y2ε = 0 sur Σ,

y1ε(0) = y2ε(0) = 0 dans Ω,

y1ε(T ) = g1, y2ε(T ) = g2 dans Ω

(4.39)

où (g1, g2) ∈ L2
(Ω)× L2

(Ω).

Remarque 4.3 Pour tout g ∈ L2
(Ω)× L2

(Ω) fixé, le problème (4.39) admet

une unique solution (y1ε, y2ε).
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Soient A1ε et A2ε deux opérateurs tels que∣∣∣∣∣∣∣∣
A1ε = ε

∂
2

∂t2
+
∂

∂t
+ ∆ ,

A2ε = − ε
∂

2

∂t2
+
∂

∂t
−∆ .

On définit l’opérateur matriciel

Aε =

(
A1ε −Id
Id A2ε

)

tel que, pour tout zε = (z1ε, z2ε) ∈
(
L

2
(Q)
)2

,

Aεzε =
(
A1εz1ε − z2ε , A2εz2ε + z1ε

)
.

Le problème (4.39) équivaut alors à trouver yε = (y1ε, y2ε) tel que
Aεyε = v dans Q,

yε = 0 sur Σ,

yε(0) = 0 dans Ω,

yε(T ) = g dans Ω

(4.40)

avec g = (g1, g2) et v = (v1, v2).

C,

Pour tout ε > 0 et pour tout g, on peut alors associé au problème (4.40) une

fonction coût définie par :

Jε(v, g) =
∥∥∥yε(v, g)− zd

∥∥∥2

(L2
(Q))

2

+N
∥∥∥v∥∥∥2

(L2
(Q))

2

. (4.41)

On introduit la solution du problème perturbé :

inf
v∈Uad×Uad

[
sup

g∈L2 (Ω)×L2 (Ω)

(
Jε(v, g)− Jε(0, g)− γ‖g‖2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

)]
. (4.42)
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Lemme 4.6 Le problème (4.42) admet une unique solution uγε = (uγ1ε, u
γ
2ε)

appelé contrôle à moindres regrets "approché".

De plus, uγε est l’unique solution du problème de contrôle classique :

inf
v∈Uad×Uad

J γ
ε (v) (4.43)

avec

J γ
ε (v) = Jε(v, 0)− Jε(0, 0) +

ε2

γ

∥∥∥∂ξε(v)

∂t
(T )
∥∥∥2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

, (4.44)

ξε(v) = (ξ1ε(v), ξ2ε(v)) ∈
(
L

2
(Q)
)2

défini par :


A∗εξε(v) = yε(v, 0) dans Q,

ξε(v) = 0 sur Σ

ξε(v)(0) = 0 dans Ω,

ξε(v)(T ) = 0 dans Ω

(4.45)

et A∗ε l’opérateur matriciel adjoint de Aε.

Démonstration : On a bien sûr l’existence et l’unicité du contrôle à moindres

regrets "approché". La linéarité du problème (4.39) nous permet d’obtenir

l’égalité

Jε(v, g)− Jε(0, g) = Jε(v, 0)− Jε(0, 0) + 2〈 yε(v, 0) , yε(0, g) 〉
(L2

(Q))
2 .

On définit l’opérateur matriciel adjoint A∗ε par

A∗ε =

(
A∗1ε Id

−Id A∗2ε

)
avec

∣∣∣∣∣∣∣∣
A∗1ε = ε

∂
2

∂t2
− ∂

∂t
+ ∆,

A∗2ε = − ε
∂

2

∂t2
− ∂

∂t
−∆ .
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On introduit maintenant la fonction ξε vérifiant (4.45). Alors

〈A∗εξε(v) , yε(0, g) 〉
(L2

(Q))
2 = 〈A∗ε (ξ1ε(v), ξ2ε(v)) , (y1ε(0, g), y2ε(0, g)) 〉

(L2
(Q))

2

= 〈A∗1εξ1ε(v) + ξ2ε(v) , y1ε(0, g) 〉
L

2
(Q)

+

〈A∗2εξ2ε(v)− ξ1ε(v) , y2ε(0, g) 〉
L

2
(Q)
.

En utilisant la formule de Green, on a

〈A∗1εξ1ε(v) + ξ2ε(v) , y1ε(0, g) 〉
L

2
(Q)

= 〈 ξ1ε(v) , A∗1εy1ε(0, g) 〉
L

2
(Q)

+ 〈 ξ2ε(v) , y1ε(0, g) 〉
L

2
(Q)

+ ε〈 ξ1ε(v)′(T ) , y1ε(0, g)(T ) 〉
L

2
(Ω)

et

〈A∗2εξ2ε(v)− ξ1ε(v) , y2ε(0, g) 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 ξ2ε(v) , A∗2εy2ε(0, g) 〉

L
2

(Q)
− 〈 ξ1ε(v) , y2ε(0, g) 〉

L
2

(Q)

− ε〈 ξ2ε(v)′(T ) , y2ε(0, g)(T ) 〉
L

2
(Ω)
.

D’où

〈 yε(v, 0) , yε(0, g) 〉
(L2

(Q))
2 = 〈 εξ1ε(v)′(T ) , g1 〉

L
2

(Ω)
− 〈 εξ2ε(v)′(T ) , g2 〉

L
2

(Ω)
.

A l’aide de la propriété de la polaire, on en déduit

sup
g∈L2 (Ω)×L2 (Ω)

(
〈2ε
(
ξ1ε(v)′(T ),−ξ2ε(v)′(T )

)
, g〉

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

−γ‖g‖2
L

2
(Ω)×L2

(Ω)

)
=
ε2

γ

∥∥∥∂ξε(v)

∂t
(T )
∥∥∥2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

.

Donc

inf
v∈Uad×Uad

[
sup

g∈L2 (Ω)×L2 (Ω)

(
Jε(v, g)− Jε(0, g)− γ‖g‖2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

)]
= inf

v∈Uad×Uad

[
Jε(v, 0)−Jε(0, 0)+ sup

g∈L2 (Ω)×L2 (Ω)

(
〈2ε
(
ξ1ε(v)′(T ),−ξ2ε(v)′(T )

)
, g〉−γ‖g‖2

)]

= inf
v∈Uad×Uad

[
Jε(v, 0)− Jε(0, 0) +

ε2

γ

∥∥∥∂ξε(v)

∂t
(T )
∥∥∥2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

]
.



72 4. Contrôle d’un problème couplé mal posé

On donne maintenant le système d’optimalité pour le problème approché.

Théorème 4.6 Le contrôle à moindres regrets "approché" uγε est caractérisé
par la donnée de l’unique {uγε , yγε , ξγε , ργε , pγε} solution du problème :

Aεyγε = uγε , A∗εξ
γ
ε = yγε , Aεργε = 0, A∗εp

γ
ε = yγε − zd + ργε dans Q,

yγε = 0, ξγε = 0, ργε = 0, pγε = 0 sur Σ,

yγε (0) = 0, ξγε (0) = 0, ργε (0) = 0, pγε (0) = 0 dans Ω,

yγε (T ) = 0, ξγε (T ) = 0, ργε (T ) =
ε

γ
χγε , pγε (T ) = 0 dans Ω

et de l’inégalité variationnelle

〈 pγε +Nuγε , v − uγε 〉 ≥ 0 ∀ v ∈ Uad × Uad

avec χγε =

(
∂ξγ1 ε
∂t

(T ) , −∂ξ
γ
2 ε

∂t
(T )

)
.

Démonstration : On note w = v − uγε pour v ∈ Uad × Uad . La condition

nécessaire d’Euler du premier ordre appliquée au problème (4.43)(4.44) s’écrit

lim
λ→0

J γ
ε (uγε + λw)− J γ

ε (uγε )

λ
≥ 0 ∀ v ∈ Uad × Uad. (4.46)

La condition (4.46) donne

〈 yγε−zd, yε(w, 0) 〉
(L2

(Q))
2 +N〈uγε , w 〉

(L2
(Q))

2 +

〈
ε2

γ

∂ξγε
∂t

(T ),
∂ξε(w)

∂t
(T )

〉
L

2
(Ω)×L2

(Ω)

≥ 0

où yγε = y1ε(u
γ
ε , 0) et ξγε = ξε(u

γ
ε , 0) = (ξγ1 ε, ξ

γ
2 ε).

On introduit ργε = ρε(u
γ
ε , 0) solution de

Aεργε = 0 dans Q,

ργε = 0 sur Σ,

ργε (0) = 0 dans Ω,

ργε (T ) =
ε

γ

(
∂ξγ1 ε
∂t

(T ) , −∂ξ
γ
2 ε

∂t
(T )

)
dans Ω.
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A l’aide de la formule de Green, on obtient〈
ε2

γ

∂ξγε
∂t

(T ),
∂ξε(w)

∂t
(T )

〉
L

2
(Ω)×L2

(Ω)

= 〈 ργε , yε(w, 0) 〉
(L2

(Q))
2 .

Maintenant, on définit l’état adjoint pγε = pε(u
γ
ε , 0) solution du problème

A∗εpγε = yγε − zd + ργε dans Q,

pγε = 0 sur Σ,

pγε (0) = 0 dans Ω,

pγε (T ) = 0 dans Ω.

Et, on déduit de la formule de Green

〈 yγε − zd + ργε , yε(w, 0)〉
(L2

(Q))
2 = 〈 pγε , w 〉

(L2
(Q))

2

d’où

〈 pγε +Nuγε , w 〉
(L2

(Q))
2 ≥ 0.

Dans le but de trouver le S.O.S caractérisant le contrôle à moindres regrets,

on s’intéresse alors aux estimations a priori. On a la proposition

Proposition 4.1 Pour tout ε > 0, il existe une constante positive C telle que

‖uγε‖
(L2

(Q))
2 ≤ C, ‖yγε ‖

(L2
(Q))

2 ≤ C,
ε
√
γ

∥∥∥∥∂ξγε∂t (T )

∥∥∥∥
L

2
(Ω)×L2

(Ω)

≤ C.

(4.47)

Démonstration - Puisque

J γ
ε (uγε ) ≤ J γ

ε (v) ∀v ∈ U
ad
× U

ad
,
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en particulier en prenant v = 0, on a

Jε(u
γ
ε , 0)− Jε(0, 0) +

ε2

γ

∥∥∥∂ξγε
∂t

(T )
∥∥∥2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

≤ ε2

γ

∥∥∥∂ξε(0)

∂t
(T )
∥∥∥2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

.

Mais, comme yε(0, 0)(t, x) = ξε(0)(t, x) = 0 ∀(t, x) ∈ Q, alors∥∥∥yε(uγε , 0)− zd
∥∥∥2

(L2
(Q))

2

+N
∥∥∥uγε∥∥∥2

(L2
(Q))

2

+
∥∥∥ ε
√
γ

∂ξγε
∂t

(T )
∥∥∥2

L
2

(Ω)×L2
(Ω)

≤
∥∥∥zd∥∥∥2

(L2
(Q))

2

, (4.48)

d’où le résultat avec C =
∥∥∥zd∥∥∥

(L2
(Q))

2

.

Théorème 4.7 Le contrôle à moindres regrets uγ = lim
ε→0

uγε pour le problème

couplé (4.38) est caractérisé par l’unique solution {uγ, yγ, ξγ, ργ, pγ} du pro-

blème 

Ayγ = uγ, A∗ξγ = yγ, Aργ = 0,

A∗pγ = yγ − zd + ργ dans Q,

yγ = 0, ξγ = 0, ργ = 0, pγ = 0 sur Σ,

yγ
2
(0) = 0, ξγ

1
(0) = 0, ργ

2
(0) = 0, pγ

1
(0) = 0,

yγ
1
(T ) = 0, ξγ

2
(T ) = 0, ργ

1
(T ) = λγ

1
(T ), pγ

2
(T ) = 0 dans Ω,

et de l’inégalité variationnelle

〈 pγ +Nuγ, v − uγ 〉
(L2

(Q))
2 ≥ 0 ∀v ∈ U

ad
× U

ad
.

De plus, on a les limites faibles suivantes :



4.2. Contrôle à moindres regrets 75

yγ = lim
ε→0

yγε , ξγ = lim
ε→0

ξγε , ργ = lim
ε→0

ργε , pγ = lim
ε→0

pγε ,

où

uγ, yγ, pγ, ργ, ξγ ∈
(
L

2

(Q)
)2

et λγ(T ) ∈ L2

(Ω)× L2

(Ω).

Démonstration - De (4.47), on déduit qu’on peut extraire des suites (uγε )ε ,

(yγε )ε et
(

ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(T )

)
ε

des sous-suites encore notées de la même façon

telle que

uγε ⇀ uγ faiblement dans
(
L

2
(Q)
)2

,

yγε ⇀ yγ faiblement dans
(
L

2
(Q)
)2

,

ε
√
γ

∂ξε(u
γ
ε )

∂t
(T ) ⇀ λγ(T ) faiblement dans L2

(Ω)× L2
(Ω).

De plus, le S.O.S. trouvé au théorème 4.6 montre que ξγε , ργε et pγε sont bornés

car ils sont les solutions de problèmes bien posés.

D’où, comme précédemment, on peut extraire des ces suites des sous-suites

notées de la même manière telles que

ξγε ⇀ ξγ faiblement dans
(
L

2
(Q)
)2

,

ργε ⇀ ργ faiblement dans
(
L

2
(Q)
)2

et

pγε ⇀ pγ faiblement dans
(
L

2
(Q)
)2

.

Puisque U
ad

est un sous-ensemble fermé de L2
(Q), on a même

uγε ⇀ uγ faiblement dans U
ad
× U

ad
.
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Remarque 4.4 On a une "perte" d’informations en passant à la limite, la

notion de correcteur d’ordre 0 est à envisager comme dans le cas de l’équation

de la chaleur rétrograde.

4.3 Contrôle sans regret

Il s’agit maintenant de faire γ tendre vers 0 et on obtient alors le système

d’optimalité singulier du contrôle sans regret.

Théorème 4.8 Le contrôle sans regret u = lim
γ→0

uγ pour le problème couplé

(4.38) est caractérisé par l’unique solution {u, y, ξ, ρ, p} du problème

Ay = u, A∗ξ = y, Aργ = 0,

A∗p = y − zd + ρ dans Q,

y = 0, ξ = 0, ρ = 0, p = 0 sur Σ,

y2(0) = 0, ξ1(0) = 0, ρ2(0) = 0, p1(0) = 0,

y1(T ) = 0, ξ2(T ) = 0, ρ1(T ) = λ1(T ), p2(T ) = 0 dans Ω,

et de l’inégalité variationnelle

〈 p+Nu, v − u 〉
(L2

(Q))
2 ≥ 0 ∀v ∈ U

ad
× U

ad
.

De plus, on a les limites faibles suivantes :

y = lim
γ→0

yγ , ξ = lim
γ→0

ξγ , ρ = lim
γ→0

ργ , p = lim
γ→0

pγ,

où

u, y, p, ρ, ξ ∈
(
L

2

(Q)
)2

et λ(T ) ∈ L2

(Ω)× L2

(Ω).
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Démonstration - Lorsque ε tend vers 0, on a

ε
√
γ

∂ξε(uε)

∂t
(T ) ⇀ λγ(T ) faiblement dans

(
L

2

(Ω)
)2

.

Alors

‖λγ(T )‖
(L2 (Ω))

2 ≤ lim inf

∥∥∥∥ ε
√
γ

∂ξε(uε)

∂t
(T )

∥∥∥∥
(L2 (Ω))

2
≤ C,

d’où λγ(T ) ∈
(
L

2
(Ω)
)2

.

De plus, ργ vérifie 
Aργ = 0 dans Q,

ργ = 0 sur Σ,

ργ2(0) = 0 dans Ω,

ργ1(T ) = λγ(T ) dans Ω,

la régularité du problème de l’équation de la chaleur entraîne que

‖ργ‖
(L2 (]0,T [;H1

0 (Ω)))
2 +

∥∥∥∥∂ργ∂t
∥∥∥∥

(L2 (]0,T [;H−1(Ω)))
2
≤ C.

On peut donc extraire des suites (λγ(T ))γ , (ργ)γ des sous-suites notées de la

même façon telles que :

λγ(T ) ⇀ λ(T ) faiblement dans
(
L

2
(Ω)
)2

,

ργ ⇀ ρ faiblement dans
(
L

2
(0, T ;H1

0 (Ω))
)2

,
(4.49)

Par compacité

ργ −→ ρ fortement dans
(
L

2
(Q)
)2

. (4.50)

De la même façon, puisque

uγε ⇀ u faiblement dans U
ad
× U

ad
,
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on en déduit qu’il existe C > 0 tel que

‖uγ‖
(L2 (Q))

2 ≤ lim inf ‖uγε‖(L2 (Q))
2 ≤ C

et la régularité du problème de l’équation de la chaleur implique alors

uγ ⇀ u faiblement dans U
ad
× U

ad
,

yγ −→ y fortement dans
(
L

2
(Q)
)2

,

pγ −→ p fortement dans
(
L

2
(Q)
)2

,

ξγ −→ ξ fortement dans
(
L

2
(Q)
)2

.

(4.51)

On obtient donc le résultat.



Chapitre 5

Contrôle d’un système à données

manquantes contrôlé à zéro

Dans ce chapitre, on s’intèresse au contrôle d’un problème issu de la contrô-

labilité à zéro d’un système à données manquantes associé à l’équation de la

chaleur.

5.1 Position du problème

Le système à données manquantes étudié consiste à trouver y ∈ L
2
(Q)

solution de 
∂y

∂t
−∆y = v + θ.1ω dans Q,

y = 0 sur Σ,

y(0) = g dans Ω,

(5.1)

où v ∈ L2
(Q), g ∈ G sous espace vectoriel fermé non vide de L2

(Ω), ω est un

ouvert de Ω et 1ω est l’indicatrice sur ω.

79
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Si θ ∈ L2
(0, T ;L

2
(ω)), le problème (5.1) admet une solution unique vérifiant

y ∈ L2
(0, T ;H1

0 (Ω)) et
∂y

∂t
∈ L2

(0, T ;H−1(Ω)).

Pour v, θ et g choisis, le problème (5.1) admet une solution unique

y = y(v, θ, g). (5.2)

Le problème de contrôlabilité pour (5.1) est de trouver θ tel que pour (v, g)

donné, la solution y du problème (5.1) vérifie

y(T ) = 0. (5.3)

Supposons avoir sélectionné par un critère donné une et une seule solution du

problème (5.1)(5.3).

On note yθ cette solution unique.

On considère la fonction coût

Jθρ (v, g) = ‖ρ[yθ(v, g)− zd]‖
2

L2 (Q)
+N‖ρv‖2

L2 (Q)

et on met en évidence deux problèmes qui nous semblent nouveaux.

Problème 1 : Si G = {0}
y(0) = 0 est connu, le système (5.1) (5.3) est alors à information complètes et

Jθρ (v, g) = Jθρ (v, 0).

Un problème standard de contrôle est de chercher

inf
v∈Uad

Jθρ (v, 0).

Problème 2 : Si G 6= {0}
Le problème

inf
v∈Uad

Jθρ (v, g)

n’a pas de sens. On examine alors le problème du point de vue du contrôle à

moindres regrets.

L’étude de ces deux problèmes est l’objet de ce chapitre.
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5.2 Contrôlabilité à zéro

Pour tout (v, g) fixé, la contrôlabilité à zéro du problème (5.1) consiste à

trouver θ ∈ L2
(0, T ;L

2
(ω)) tel que si y est solution de (5.1) alors

y(T ) = 0. (5.4)

La contrôlabilité exacte de l’équation de la chaleur a été étudié par de nom-

breux auteurs tel que E. Zuazua [26], D. Russell [24], G. Lebeau-L.Robbiano

[10] et J.P. Puel [22]. Nous rappelons ici la méthode variationnelle qui s’adapte

bien au problème que nous avons en vue.

5.2.1 Méthode variationnelle

On considère l’opérateur L et son adjoint L∗ définis par

L =
∂

∂t
−∆ et L

∗
= − ∂

∂t
−∆.

On a

Lemme 5.1 Il existe une fonction "poids" ρ de classe C2 sur Q telle que
1

ρ
soit borné dans Q et il existe une constante C = C(Ω, T, ω, ρ) > 0 telle que∫ T

0

∫
Ω

1

ρ2
|q|2 dxdt+

∫
Ω

|q(0)|2dx ≤ C

[∫ T

0

∫
Ω

1

ρ2
|L∗q|2 dxdt+

∫ T

0

∫
ω

1

ρ2
|q|2 dxdt

]
(5.5)

∀q ∈ V.

Le résultat découle d’une inégalité de Carleman globale [22]. Ce lemme est le

résultat fondamental de la méthode variationnelle.

Le second membre de (5.5) amène à considérer l’espace V défini par

V =
{
q ∈ C∞

(
Ω× [0, T ]

)
tel que q|Σ = 0

}
,
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muni de la forme bilinéaire a(., .) définie pour p, q ∈ V × V

a(p, q) =

∫ T

0

∫
Ω

1

ρ2
L
∗
p L

∗
q dxdt+

∫ T

0

∫
ω

1

ρ2
p q dxdt. (5.6)

Lemme 5.2 L’application (p, q) 7−→ a(p, q) est un produit scalaire sur V ×V.

Démonstration - Puisque
1

ρ
est borné, l’application (p, q) 7−→ a(p, q) est

bien définie. Elle est bilinéaire, symétrique et positive sur V . Montrons qu’elle

est définie positive.

Soit donc p ∈ V tel que a(p, p) = 0. Alors d’après (5.5) (5.6), on a

p = 0 dans Q.

La propriété a(p, p) = 0 =⇒ p = 0 dansQ est appelée propriété de continuation

unique.

On note ‖ ‖a la norme sur V associée au produit scalaire a( , ),

‖q‖a =
√
a(q, q).

Soit alors V le complété de V pour cette norme. V est un espace de Hilbert

pour le produit scalaire a(p, q) et la norme associée. De plus V est dense dans

V .

Soit maintenant l’application ` définie sur V par

〈`, q〉 =

∫ T

0

∫
Ω

v q dxdt+

∫
Ω

g q(0) dx.

Lemme 5.3 On suppose que v ∈ L2
(Q) avec ρv ∈ L2

(Q). Alors l’application

` est une forme linéaire continue sur V .
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Démonstration - Il est clair que ` est linéaire D’après l’inégalité de Cauchy-
Schwarz dans L2

(Q)

|`(q)| ≤
∫ T

0

∫
Ω
|v ρ 1

ρ
q| dxdt+

∫
Ω
|g q(0)| dx ≤ ‖ρv‖

L2 (Q)

∥∥∥∥1

ρ
q

∥∥∥∥
L2 (Q)

+‖g‖
L2 (Ω)

‖q(0)‖
L2 (Ω)

,

et l’inégalité de Cauchy-Schwarz discret dans R2

|`(q)| ≤

(∥∥∥∥1

ρ
q

∥∥∥∥2

L2 (Q)

+ ‖q(0)‖2
L2 (Ω)

) 1
2 (
‖ρv‖2

L2 (Q)
+ ‖g‖2

L2 (Ω)

) 1
2
.

On conclut alors à l’aide du lemme 5.1 pour obtenir

|`(q)| ≤ C
√
a(q, q) = C ‖q‖a avec C =

(
‖ρv‖2

L
2
(Q)

+ ‖g‖2
L2 (Ω)

) 1
2
.

Le résultat qui suit est une application directe du théorème de Lax-Milgram.

Théorème 5.1 On suppose que ‖ρv‖L2 (Q) < +∞. Alors il existe un unique

p̃ ∈ V solution du problème :

{
p̃ ∈ V
a(p̃, q) = `(q) ∀q ∈ V.

(5.7)

On aborde maintenant le résultat qui résoud le problème de contrôlabilité à

zéro.

Théorème 5.2 On suppose que ‖ρv‖L2 (Q) < +∞. p̃ étant la solution unique

du problème (5.7), on pose

y =
1

ρ2
L
∗
p̃ (5.8)
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et

θ = − 1

ρ2
p̃.1ω. (5.9)

Alors le couple {y, θ} est solution du problème (5.1) (5.4).

Démonstration - Sachant que p̃ ∈ V , on a déjà

1

ρ
L
∗
p̃ ∈ L2

(0, T ;L
2

(Ω)) et
1

ρ
p̃ ∈ L2

(0, T ;L
2

(ω)). (5.10)

et comme
1

ρ
est borné, alors

∣∣∣∣∣ θ ∈ L
2
(0, T ;L

2
(ω)),

y ∈ L2
(0, T ;L

2
(Ω)).

De plus, (5.7), (5.8) et (5.9) impliqueent∫ T

0

∫
Ω

y L
∗
q dxdt−

∫ T

0

∫
ω

θ q dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

v q dxdt+

∫
Ω

g q(0) dx ∀q ∈ V.

(5.11)

En particulier pour q ∈ D(Q), on a

Ly = v + θ.1ω dans Q. (5.12)

Comme v + θ.1ω ∈ L
2
(0, T ;L

2
(Ω)), alors Ly ∈ L

2
(0, T ;L

2
(Ω)). Comme par

ailleurs y ∈ L2
(0, T ;L

2
(Ω)) et ∆y ∈ H−1(0, T ;L

2
(Ω)), on peut donner un sens

à la trace de y sur Σ. On a alors

y|Σ ∈ H−1(0, T ;H−
1
2 (Γ))

De plus, on a ∣∣∣∣∣∣
y ∈ L2

(0, T ;L
2
(Ω)),

∂y

∂t
∈ L2

(0, T ;H−2(Ω)),
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donc y ∈ C([0, T ];H−2(Ω)) et on peut donner un sens à y(0) et y(T ) dans

H−2(Ω).

On peut donc multiplier (5.12) par une fonction q régulière et appliquer la

formule de Green pour obtenir grâce à (5.19)

(y(T ), q(T ))L2 (Ω) − (y(0)− g, q(0))L2 (Ω) +

(
y,
∂q

∂ν

)
L2 (Σ)

= 0,

donc

y|
Σ

= 0, y(0) = g et y(T ) = 0 dans Ω.

En résumé et pour conclure cette première partie, on vient de voir que pour

tout couple (v, g) avec v ∈ L2
(Q) tel que ρv ∈ L2

(Q) et g ∈ L2
(Ω), il existe

y = y(v, g) et θ = θ(v, g) définies en (5.8) et (5.9) respectivement solution du

problème (5.1) (5.4). On définit ainsi deux applications{
L

2
(Q)× L2

(Ω) −→ L
2
(0, T ;L

2
(ω))

(v, g) 7−→ θ(v, g)
et

{
L

2
(Q)× L2

(Ω) −→ L
2
(Q)

(v, g) 7−→ y(v, g).

On étudie maintenant quelques propriétés de ces deux applications.

5.2.2 Propriétés

Lemme 5.4 Les applications (v, g) 7−→ θ(v, g) et (v, g) 7−→ y(v, g) sont li-

néaires de L2
(Q)×L2

(Ω) respectivement à valeurs dans L2
(0, T ;L

2
(ω)) et dans

L
2
(Q).

Démonstration - La linéarité de ces applications découle de la linéarité de

l’application (v, g) 7−→ p̃(v, g), de la linéarité de l’opérateur L∗ et des formules
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(5.8) (5.9).

Dans toute la suite, pour µ ∈ C2 et E ⊂ Q, on note(
L

2

(E), µdxdt
)

=
{
f / ‖µf‖L2 (E) < +∞

}
.

Lemme 5.5 Les applications v 7−→ θ(v, 0) et v 7−→ y(v, 0) sont continues

sur
(
L

2
(Q), ρdxdt

)
respectivement à valeurs dans

(
L

2
(0, T ;L

2
(ω)), ρdxdt

)
et

dans
(
L

2
(Q), ρdxdt

)
.

Démonstration - Tout d’abord, remarquons qu’il existe une constante C > 0

telle que ∥∥∥∥1

ρ
p̃(v, 0)

∥∥∥∥
L2 (Q)

≤ C‖ρv‖L2 (Q). (5.13)

En effet d’après (5.5) et (5.7)∥∥∥∥1

ρ
p̃(v, 0)

∥∥∥∥2

L2 (Q)

≤ C a(p̃(v, 0), p̃(v, 0)) = C`(p̃(v, 0)),

or

`(p̃(v, 0)) = (v, p̃(v, 0))L2 (Q) ≤ ‖ρv‖L2 (Q)

∥∥∥∥1

ρ
p̃(v, 0)

∥∥∥∥
L2 (Q)

d’où (5.13).

En prenant q = p̃(v, 0), on déduit de (5.7), (5.8) et (5.9) l’égalité

‖ρy(v, 0)‖2
L2 (Q)

+ ‖ρθ(v, 0)‖2
L2 (0,T ;L2 (ω))

=

(
ρv,

1

ρ
p̃(v, 0)

)
L2 (Q)

.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et (5.13) impliquent qu’il existe une constante

C > 0 telle que

‖ρy(v, 0)‖L2
(Q) ≤ C ‖ρv‖L2

(Q)
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et

‖ρθ(v, 0)‖L2 (0,T ;L2 (ω)) ≤ C ‖ρv‖L2 (Q).

5.3 Contrôle optimal ( Cas où G = {0} )

On considère l’ensemble L2

ρ(Q) =
{
w ∈ L2

(Q) tel que ρw ∈ L2
(Q)
}

, on

note ( . , . )ρ = ( ρ . , ρ . )L2 (Q) et ‖ . ‖ρ =
√

( . , . )
ρ
.

Pour tout v ∈ L2

ρ(Q), on a vu que le problème (5.1)(5.4) admet une solution

unique {y(v, 0), θ(v, 0)}. Pour tout v ∈ L
2

ρ(Q), on définit la fonction coût

pondérée

Jθρ (v) = ‖y(v, 0)− zd‖2
ρ +N‖v‖2

ρ

où zd ∈ L
2

ρ(Q) et N > 0.

Soit maintenant Uρad est un sous-ensemble convexe fermé non vide de L2

ρ(Q).

On associe au problème (5.1)(5.4), le problème de contrôle optimal suivant :

inf
v∈Uρad

Jθρ (v).

5.3.1 Existence et Unicité

Théorème 5.3 Il existe un unique u ∈ Uρad tel que

Jθρ (u) = inf
v∈Uρad

Jθρ (v).
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Démonstration - Comme Uρad est non vide et que Jθρ (v) ≥ 0 ∀v ∈ Uρad,
infv∈Uρad J

θ
ρ (v) existe, notons le dρ.

Soit (vn)n∈N ⊂ Uρad une suite minimisante i.e.

dρ ≤ Jθρ (vn) < dρ +
1

n
< dρ + 1.

Il existe une constante C > 0 tel que

‖vn‖ρ < C et ‖y(vn, 0)‖ρ < C.

On en déduit qu’on peut extraire de (vn)n et (y(vn, 0))n deux suites, encore

notées de la même façon, et qu’il existe (u, z) ∈ Uρad × L
2
(Q) tels que

vn ⇀ u dans
(
L

2

(Q), ρdxdt
)
faible,

y(vn, 0) ⇀ z dans
(
L

2

(Q), ρdxdt
)
faible.

Montrons que z = y(u, 0).

Comme y(vn, 0) vérifie (5.1)(5.4) pour un contrôle vn, on a ∀ϕ ∈ D(Q)

(y(vn, 0)′ −∆y(vn, 0), ϕ)L2 (Q) = (vn + θ(vn, 0).1ω, ϕ)L2 (Q). (5.14)

On a

(y(vn, 0)′, ϕ)L2 (Q) = −(y(vn, 0), ϕ′)L2 (Q) = −
(
y(vn, 0),

ϕ′

ρ2

)
ρ

et

(∆y(vn, 0), ϕ)L2 (Q) =

(
y(vn, 0),

∆ϕ

ρ2

)
ρ

.

Donc (5.14) devient(
y(vn, 0),

−ϕ′ −∆ϕ

ρ2

)
ρ

=

(
vn + θ(vn, 0).1ω,

ϕ

ρ2

)
ρ
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en passant à la limite on obtient(
z,
−ϕ′ −∆ϕ

ρ2

)
ρ

=

(
u+ θ(u, 0).1ω,

ϕ

ρ2

)
ρ

et la formule de Green donne

z′ −∆z = u+ θ(u, 0).1ω.

Comme u+ θ(u, 0).1ω ∈ L
2
(Q), les conditions aux limites et initiales ont bien

un sens et la continuité de l’application trace entraîne
∂z

∂t
−∆z = u+ θ(u, 0).1ω dans Q,

z = 0 sur Σ,

z(0) = 0 dans Ω

avec {u, z} ∈ Uρad × L
2
(Q) tel que

z(T ) = 0.

L’unicité de la solution donne le résultat.

5.3.2 Système d’optimalité

Théorème 5.4 Le contrôle optimal u ∈ Uρad pour le problème (5.1)(5.4) est

caractérisé par la donnée du triplet (u, y, p) ∈ Uρad×L
2
(Q)×L2

(Q) solution de
∂y

∂t
−∆y = u+ θ(u, 0).1ω, −

∂p

∂t
−∆p = ρ2[y(u, 0)− zd] dans Q,

y = 0, p = 0 sur Σ,

y(0) = 0, y(T ) = 0 dans Ω

(5.15)
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et de l’inégalité variationnelle

(p+ ρ2Nu, v−u)L2 (Q) + (p, θ(v, 0)− θ(u, 0))L2 (0,T ;L2 (ω)) ≥ 0 ∀v ∈ Uρad. (5.16)

Démonstration - Le contrôle optimal est caractérisé par la condition néces-

saire d’Euler
d

dt
Jθρ (u+ λ(v − u))|λ=0 ≥ 0 ∀v ∈ Uρad.

Ceci implique,

Jθρ (u+ λ(v − u)) =
1

2
‖y(u, 0) + λy(v − u, 0)− zd‖2

ρ +
N

2
‖u+ λ(v − u)‖2

ρ,

après calcul, on obtient

Jθρ (u+ λ(v − u))− Jθρ (u) =

λ(y(u, 0)− zd, y(v − u, 0))ρ +
λ2

2
‖y(v − u, 0)‖2

ρ + λ(u, v − u)ρ +
Nλ2

2
‖v − u‖2

ρ,

et donc

(y(u, 0)− zd, y(v − u, 0))ρ +N(u, v − u)ρ ≥ 0 ∀v ∈ Uρad. (5.17)

On introduit l’état adjoint p ∈ L2
(Q) tel que −

∂p

∂t
−∆p = ρ2[y(u, 0)− zd] dans Q,

p = 0 sur Σ.

D’après l’inégalité (5.17),(
−∂p
∂t
−∆p, y(v − u, 0)

)
L2 (Q)

+N(u, v − u)ρ ≥ 0 ∀v ∈ Uρad.

En utilisant la formule de Green,(
−∂p
∂t
−∆p, y(v − u, 0)

)
L2 (Q)

=

(
p,
∂(y(v − u, 0))

∂t
−∆(y(v − u, 0))

)
L2 (Q)

+
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(p(0), y(v−u, 0)(0))L2
(Ω)−(p(T ), y(v−u, 0)(T ))L2

(Ω) +

∫
Σ

∂p

∂ν
(y(v−u, 0)) dσ −

∫
Σ

p
∂(y(v − u, 0))

∂ν
dσ.

Or y(v − u, 0) est solution de
∂z

∂t
−∆z = v − u+ θ(v − u, 0).1ω dans Q,

z = 0 sur Σ,

z(0) = 0 dans Ω

et on a de plus

z(T ) = 0.

Cela entraîne l’inégalité variationnelle (5.16).

5.4 Contrôle sans regret (Cas où G 6= {0})

5.4.1 Contrôle à moindres regrets

On suppose ici que G = L
2
(Ω). On cherche à résoudre le problème relaxé

inf
v∈Uρad

sup
g∈L2 (Ω)

(
Jθρ (v, g)− Jθρ (0, g)− γ‖g‖2

L2 (Ω)

)
. (5.18)

D’après le lemme (5.4), y(v, g) = y(v, 0) + y(0, g) et θ(v, g) = θ(v, 0) + θ(0, g),

ceci nous permet d’obtenir

Jθρ (v, g)− Jθρ (0, g) = Jθρ (v, 0)− Jθρ (0, 0) + 2 (y(v, 0), y(0, g))ρ .
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Proposition 5.1 On suppose que ‖ρv‖L2 (Q) < +∞. On a l’égalité

2 (y(v, 0), y(0, g))ρ = 2

(
v − 1

ρ2
p̃(v, 0).1ω, p̃(0, g)

)
L2 (Q)

+ 2(p̃(v, 0), g)L2 (Ω).

(5.19)

Démonstration - On utilise pour cela la formulation variationnelle (5.7), on

a {
a(p̃(v, 0), p̃(0, g)) = `(p̃(0, g)),

a(p̃(0, g), p̃(v, 0)) = `(p̃(v, 0))

et en sommant ces deux égalités, on trouve

2

(
1

ρ2
L∗p̃(v, 0), L∗p̃(0, g)

)
L2 (Q)

= 2

(
v − 1

ρ2
p̃(v, 0).1ω, p̃(0, g)

)
L2 (Q)

+(p̃(v, 0), g)L2 (Ω).

Or, d’après (5.8)

(y(v, 0), y(0, g))ρ =

(
1

ρ2
L∗p̃(v, 0), L∗p̃(0, g)

)
L2 (Q)

.

Lemme 5.6 L’opérateur M : g 7−→ p̃(0, g) à valeurs dans
(
L

2
(Q),

1

ρ
dxdt

)
est linéaire continu sur L2

(Ω).

Démonstration - Tout d’abord, montrons qu’il existe une constante C > 0

telle que

‖p̃(0, g)(0)‖L2 (Ω) ≤ C‖g‖L2 (Ω). (5.20)

D’après (5.5),

‖p̃(0, g)(0)‖2
L2 (Ω) ≤ C a(p̃(0, g), p̃(0, g)) = C`(p̃(0, g))
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or

`(p̃(0, g)) = (g, p̃(0, g))L2 (Ω) ≤ ‖g‖L2 (Ω)‖p̃(0, g)(0)‖L2 (Ω)

d’où (5.20).

L’inégalité (5.5) nous permet également d’obtenir∥∥∥∥1

ρ
p̃(0, g)

∥∥∥∥2

L2 (Q)

≤ C a(p̃(0, g), p̃(0, g)) = C`(p̃(0, g)),

et puisque

`(p̃(0, g)) ≤ ‖g‖L2 (Ω)‖p̃(0, g)(0)‖L2 (Ω),

à l’aide de (5.20), on trouve qu’il existe C > 0 tel que∥∥∥∥1

ρ
p̃(0, g)

∥∥∥∥2

L2 (Q)

≤ C‖g‖L2 (Ω).

De la linéarité de l’application g 7−→ p̃(0, g), on en déduit sa continuité.

L’opérateur M admet alors un opérateur adjoint M∗ et on a

Jθρ (v, g)− Jθρ (0, g) = Jθρ (v, 0)− Jθρ (0, 0) + (S(v), g)L2 (Ω) (5.21)

avec S l’opérateur linéaire continu sur L2
(Q) à valeurs dans L2

(Ω) tel que

S(v) = M∗
(
v − 2

ρ2
p̃(v, 0).1ω

)
+ p̃(v, 0)(0).

Ainsi, le problème (5.18), après l’utilisation de la formule de la polaire, équivaut

au problème

inf
v∈Uρad

J γ
ρ (v) (5.22)

où

J γ
ρ (v) = Jθρ (v, 0)− Jθρ (0, 0) +

1

4γ

∥∥∥S(v)
∥∥∥2

L2 (Q)
. (5.23)
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Proposition 5.2 Il existe un unique contrôle à moindres regrets uγ solution

de (5.22)-(5.23).

Démonstration - cf. Lemme 2.2

Théorème 5.5 Le contrôle à moindres regrets uγ ∈ Uρad est caractérisé par

la donnée du quadruplet {uγ, yγ, θ̃γ, pγ} ∈ Uρad × L2(Q) × V × L2(Q) solution

unique du système
Lyγ = uγ + θ(uγ, 0).1ω, L pγ = yγ − zd + θ̃γ .1ω dans Q,

yγ = 0, pγ = 0 sur Σ,

yγ(0) = 0, pγ(0) = 0 dans Ω,

yγ(T ) = 0, pγ(T ) = 0 dans Ω,

(5.24)

et de l’inégalité variationnelle(
T ∗[Lpγ − θ̃γ .1ω] +Nρ2uγ +

1

γ
S∗S(uγ), v − uγ

)
L2(Q)

≥ 0 ∀v ∈ Uρad (5.25)

où yγ = y(uγ, 0), pγ = p(uγ, 0), θ̃γ = θ̃(uγ, 0), S∗ est l’adjoint de l’opérateur S

et T ∗ l’adjoint de l’opérateur

T : v 7→ L∗p̃(v, 0).

Démonstration - La condition nécessaire d’Euler-Lagrange satisfaite par uγ
donne

(yγ − zd, ρ2y(v − uγ, 0))L2(Q)+ N(ρ2uγ, v − uγ)L2(Q)+
1

γ
(S(uγ), S(v − uγ))L2(Ω) ≥ 0 ∀v ∈ Uρad.

On introduit maintenant σγ = σ(uγ, 0) ∈ V solution unique du problème

a(σγ, q) =

∫
Q

(yγ − zd) q dxdt ∀ q ∈ V,
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et on définit l’état adjoint pγ = p(uγ, 0) par

pγ =
1

ρ2
L∗σγ.

En posant θ̃γ = − 1

ρ2
σγ, le couple (θ̃γ, pγ) est solution du problème de contrô-

labilité à zéro :
Lpγ = yγ − zd + θ̃γ .1ω dans Q,

pγ = 0 sur Σ,

pγ(0) = pγ(T ) = 0 dans Ω

La condition d’Euler s’écrit alors :

( Lpγ − θ̃γ .1ω , ρ2y(v−uγ, 0) )L2(Q) + ( Nρ2uγ +
1

γ
S∗S(uγ) , v−uγ )L2(Q) ≥ 0.

On a par ailleurs

(Lpγ−θ̃γ .1ω, ρ2y(v−uγ, 0))L2(Q) = (T ∗[Lpγ−θ̃γ .1ω], v−uγ)L2(Q) ∀ v ∈ Uρad,

où T ∗ est l’adjoint de l’opérateur linéaire continue

T : v 7→ L∗p̃(v, 0) de L2
ρ(Q) dans

(
L2
ρ(Q), ρ2 dxdt

)
.

5.4.2 Caractérisation du contrôle sans regret

On donne maintenant la système d’optimalité du contrôle sans regret.
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Théorème 5.6 Le contrôle sans regret u ∈ Uρad est caractérisé par la donnée

du quadruplet {u, y, θ̃, p} ∈ Uρad×L2(Q)×V ×L2(Q) solution unique du système
Ly = u+ θ(u, 0).1ω, L p = y − zd + θ̃ .1ω dans Q,

y = 0, p = 0 sur Σ,

y(0) = 0, p(0) = 0 dans Ω,

y(T ) = 0, p(T ) = 0 dans Ω,

(5.26)

et de l’inégalité variationnelle(
T ∗[Lp− θ̃ .1ω] +Nρ2u, v − u

)
L2(Q)

≥ 0 ∀v ∈ Uρad (5.27)

où y = y(u, 0), p = p(u, 0), θ̃ = θ̃(u, 0), S∗ est l’adjoint de l’opérateur S et T ∗

l’adjoint de l’opérateur

T : v 7→ L∗p̃(v, 0).

Démonstration - Comme pγ vérifie
∂pγ
∂t
−∆pγ = yγ − zd + θ̃γ .1ω dans Q,

pγ = 0 sur Σ,

pγ(0) = 0 dans Ω,

(et vérifie également pγ(T ) = 0) et
∥∥∥yγ − zd + θ̃γ .1ω

∥∥∥
L2
ρ(Q)
≤ C, la régularité

du problème de l’équation de la chaleur entraîne que

‖pγ‖L2
ρ(]0,T [;H1

0 (Ω)) +

∥∥∥∥∂pγ∂t
∥∥∥∥
L2
ρ(]0,T [;H−1(Ω))

≤ C,

où C est une constante positive.

On peut donc extraire des suites (pγ)γ , (θ̃γ)γ et (yγ)γ , des sous-suites notées

de la même façon telles que :

pγ ⇀ p faiblement dans L
2

ρ(Q),

θ̃γ ⇀ θ̃ faiblement dans L
2

ρ(Q),

yγ ⇀ y faiblement dans L
2

ρ(Q),

(5.28)
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Et, puisqu’il existe C > 0 tel que

‖uγ‖L2
ρ(Q) ≤ C

alors on peut donc extraire de la suite (uγ)γ une sous-suite notée de la même

façon telle que

uγ ⇀ u faiblement dans Uρ
ad
, (5.29)

On obtient donc le résultat grâce à la continuité de l’application

v 7−→ θ(v, 0).
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Notations
Tout au long de cette thèse et sauf mention explicite du contraire

Ω ⊂ Rn ouvert

Q = Ω×]0, T [

∂Ω = Γ frontière de Ω

Σ = Γ × ]0, T [

ω ⊂ Ω ouvert

U
ad

convexe fermé non vide de L2
(Q)

G sous espace vectoriel fermé non vide de L2
(Ω)

G̃ complété de G dans L2
(Ω)

E ′ espace dual de E

〈 , 〉 produit scalaire de la dualité E ′, E

1ω indicatrice sur ω

⇀ convergence faible

ρ ∈ C2(Ω̄× [0, T [) poids

L
2

ρ(Q) =
{
w ∈ L2

(Q) tel que ρw ∈ L2
(Q)
}

Uρad convexe fermé non vide de L2

ρ(Q)

H1, H1
0 , H

m espaces de Sobolev
∂z

∂ν
dérivée normale extérieure

∆z =
n∑
i=1

∂2z

∂x2
i

laplacien de z
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Résumé : Cette thèse est consacrée à l’étude du contrôle de trois problèmes

singuliers associés à l’équation de la chaleur. Pour le contrôle de chacun de ces

trois problèmes, on propose la notion de contrôle sans regret.

Pour y parvenir, nous utilisons la méthode de régularisation et à la théorie

des systèmes distribués à données manquantes. Nous présentons nos résultats

afin qu’ils soient applicables aux problèmes linéaires de type parabolique.
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